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ГЛАВА 1, 


НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ОБЩЕЙ МЕТОДИКИ 
СТЕРЕОМЕТРИИ. 


$ 1. Возникновение и развитие стереометрии. 


| стереометрия. 1. Геометрия в пространстве, или сте- 
Стереометрия. Л 

реометрия, — раздел геометвии, изучающий поло- 

жение, форму и размеры пространственных фигур, 

а также их свойства и зависимость между отдельными их элементами. 

Стереометрия — греческое слово; оно произошло от слов отерЕбу — 
тело и [&т09с — мера. 

И. Тропфке в своей истории элементарной геометрии указывает, 
что слово „стереометрия“ впервые встречается непосредственно после 
Платона (427—348 до н. э.) у Филиппа из Опуса, и упоминает, 
что Платон не знал этого слова, чтоу Аристотеля (384—322 до н. э.) 
слово „стереометрия“ встречается только один раз, затем оно без из- 
менения перешло в латинский язык и встречается у..Боэция (480—524). 
ОИ 2. Развитие стереометрии началось значительно 

Исторические позднее развития планиметрии. Стереометрия, как и 

сведения. ° планиметрия, развивалась из наблюдений и решений 

вопросов, которые возникали в процессе практической 

деятельности человека. Несомненно, что уже первобытный человек, сме- 

нив кочевье на оседлую жизнь, занявшись земледелием, делал попытки 

оценивать, хотя бы в самых грубых чертах, размер собранного им уро- 
жая по массам хлеба, сложенного в кучи, копны или скирды. 

Строитель даже самых древних примитивных построек должен был 
вак-то учитывать материал, которым он располагал, и уметь подсчитать, 
сколько материала потребуется для возведения той или иной постройки. 

Каменотесное дело у древних египтян и халдеев требовало знакомства 
< метрическими свойствами хотя бы простейших геометрических тел; 
куба, параллелепипеда, призмы, цилиндра и т. д. 

Потребности земледелия, мореплавания, ориентиравки во времени тол- 
кали людей к астрономическим наблюдениям, а последние —к изучению 
свойств сферы и ее частей, а следовательно, и законов взаимного распо- 
ложения плоскостей и линий в пространстве. 


Правильность сказанного подтверждается древнейшими памятниками, мате- 
риальными и письменными, 

Египетские пирамиды, главнейшие из которых были сооружены за 2, Зи 4 
тысячи лет до н. э., поражают нас точиостью своих метрических соотношений; 
несомнеине, строители их уже знали многие стереометрические положения и 
расчеты, 
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Это подтверждает расифрованный дрезнейший папирус Голенищева, хра- 
нящийся в Музее изящных искусств в Москье, а также папирус Райнда, напи- 
савный писцом Ахмесом и хранящийся, в Боитанском музее в Лондоне; оба 
папируса написазчы в границах от 1700 ло 2000 лет до н. 3. 

Оба эти папируса, как показали исследования, являются математическими 
руковолствами, в которых приведено большое число задач с решениями. Что 
касается 1еэметрии, то в папирусе Райнда в соответствии с практическим харак- 
тером египетской науки приведены задачи, относящиеся к вычислению пло- 
щадей прямолинейных фигур: прямоугольника, квадрата, прямоугольного треуголь- 
ника и прамотгольной трапедии, и криволинейной — круга, а также правила рля 
вычисления объемов египетских хлебных амбаров с прямоугольными и круглыми 
основаниями. 

Приводим эти правила в современном алгебраическом обозначении: 


и р 2 
1) У -- 1 а; 2) у= (94) #+5(34) в, 


К сожалению, нет достаточиых данных для решения вопроса об их правиль- 
ности, так как до сих пор неизвестна форма самих ам’аров, объем которых вы- 
числяелся по приведенным формулам. 

В папирусе Голениш-ва среди значительного числа разного рода практиче- 
ских задач приведено всего шесть с геометрическим содержаннем; из них две 
на вычисление объема усеченной пирамиды и поверхности полусферы. Эги за- 
дачи приведены во второй части стабильно:о учебника по геометрии. 


3. Греки, ученики египтян на первых порах своего исторического 
развития, использовали почерпнутые ими у последних первоначальные 
геометрические сведения для создания научной геометрии. 

В период экономического и культурного расцвета Древней Греции и 
се колоний геометрия достигла высокого теоретического развития. Сле- 
дует упомянуть, что из числа вылающихся геометров Греции вопросами 
стереометрии интересовались Анаксагор, Демокрит, Гиппократ 
(У в. до н. э). Гиппократ является в числе первых, занимавшихся ре- 
нением знаменитой задачи древности — делийской задачи об удвоз- 
нии куба. 

Ко времени Платона, в школе которого уделялось больное внимание 
математике, в частности геометрии, вопросы стереометрии еще не были 
систематизированы. Платон ратовал за работу над вопросами стереометрии 
и в своих высказываниях сожалел о незнании своими соотечественниками 
стереометрии. 

„Что касается измерения всего того, что имеет длину, ширину и глу- 
бину, — говорил он, —то греки обнаруживают смехотворное и скудное 
познание того, что от природы в них вложено, и мне стыдно не т.лько 
за себя, но и за всех грэков“. В школ? Платона проблемы стереометрии 
значительно продвинулись. Так, если пифагорейцы знали лишь о форме 
куба, тетраэдра и, быть может, о двенадцагиграннике, то Теетет, один 
из представителей школы Платона (369 до н. э.), рассмотрел восьмигран- 
ник и двадцатигранник и дал впервые теорию некоторых свойств пяти 
правильных многогранников. Этими работами, повидимому, воспользовался 
Евклид и изложил их в ХП книге своих „Начал“. 

Должно отметить Архита из Тарента (480—365 до н. э.}, который в 
должной мере знал основы стереометрии. Ои знал не только предложения, 
касающиеся взаимного пересечения плоскостей, но и отдавал себе ясный 
отчет об образовании цилиндра, конуса и тора и использовал получаю- 
шиеся при взаимном пересечении этих тел кривые для решения проблемы 
об удвоении куба. 
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Упомянутый выше Демокрит высказал суждение, что объем пирамиды 


| в 
равен Е объема призмы, имеющей с пирамилой равновеликое основание 


и одинаковую высоту; исчерпывающее доказательство этого суждения 
было затем дано Евдоксом (408—355 до н. 3.). 

Особо следует упомянуть о Менехме (1\ в. до н. э.), ученике 
Платона, впервые давшем некоторую теорию конических сечений. 

4. Что касается Евклида, то величайшая его заслуга состоит в том, 
что он собрал, обработал и привел в стройную систему дошедший до 
него материал. Из 13 коиг его „Начал“ стереометрии отведены ХРЬ—-ХШ 
КНИГИ. 


В ХМ книге изложены свойства прямых и плоскостей в пространстве и свой- 
ства параллелепипедов; в ХИ книге речь идет о пирамиде, конусе, цилиндре и 
шаре, в ХИ книге — о правильных многоугольниках и многогранник/х; более 
подробно учение о правильных многогранниках развивается в ХУ и ХУ книгах. 

Следует указать, что в некоторых изданиях „Начал“ Евклида имеется не 13, 
а 15 книг, исторические исследования показали, что последние две книги напи- 
саны не Евклидом; ХУ книга приписывается Гипсиклу Александрий- 
скому (П в. дон. 3), ХУ — Дамасцию (У! в) и др. 


Собранные Евклидом сведения по стереометрии дополнил, углубнл и 
расширил величайший математик древности Архимед (287 —212).: 
В своем трактате „О шаре и цилиндре“, состоящем из двух книг, он 
доказывает, что поверхность шара вчетверо больше плошади большого 
круга, что поверхность шзарового сегмента равна площади круга, радиус 
которого равен прямой, соединяющей вершину сегмента с точкой 
окружности круга, служащего ему основанием, что объем и поверхность 


шара составляют объема и поверхности, соответственно, цилиндра, 


2 
3 
описанного около шара. Стереометрия обязана Архимеду и другими ис- 
следованиями: он дал тринадцать полуправильных тел, каждое из 
которых ограничено правильными многоугольниками, но не одного и 
того же рода, и вычислил сбъемы многих тел вращения. Благодаря тру- 
дам Архимеда стереометрия достигла своего кульминационного пункта, 
и элементарная геометрия в современном ее понимании была окончательно 
установлена; действительно, в нее входило все содержание „Начал“ 
Евклида, измерение круга и шара, а также свойства сферических фигур, 
которые изучались древними как составная часть астрономии. 

Слздует упомянуть Паппа (около 1У в.), составившего „Математи- 
ческий сборник“ в 8 кни ах, из которых первые две утеряны. В своем 
сборнике Папт приводит некоторые свои оригинальные исследования, 
большей же частью комментирует работы прелшествовавших ему гео- 
метров; преимущественное значение работы Паппа состоит в том, что 
она дает возможность судить об отдельных работах, которые до нас не 
дошли. Нужно отметить, что Папп явтяется автором теоремы: объем 
тела, образуемого вращением плоской фигуры вокруг оси, лежащей 
в плоскости вращаемой фигуры, равен произведению площади фигуры 
на длину окружности, описываемой центром тяжести площади фигуры. 
Теорема эта впоследствии была названа именем Гюльдена (1577—1643), 
вновь открывшего ее. 

5. После падения Греции наблюдается длительный застой в развитии 
математики и стереометрии в частности, длившийся тысячу лет. 
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Ни римляне, ни индусы, ни арабы почти ничего не прибавили к гео- 
Метрической сокровищнице греков, и только с ХУГ-ХУИП вв., в пернод 
социального подъема, вызвавшего бурный рост в области науки, наблю- 
дается оживление и математической мысли под давлением развивающейся 
техники. 

Для развития стереометрии в новое время многое было сделано Кеп- 
лером (1571—1630). В своей „Новой стереометрии“ — „стереометрии 
бочек" (1615) — он впервые употребил в геометрии бесконеч1о-малую 
величину. При вычислении объемов тел Кеплер избегает метода исчер- 
пывания, введенного Евдоксом и Архимедом, и вводит бесконечно-малые 
величины. Так, он рассматривает шар „как бы“ состоящим из бесконечно 
большого числа конусов, вершины которых лежат в центре, а основа- 
ния — на поверхности шара, и таким путем находит его объем. 

Кеплер применял свой метод для определения объемов тел, образуе- 
мых вращением круга вокруг оси, лежащей в плоскости круга, в частно- 
сти объема тела, образуемого вращением кругового сегмента вокруг его 
хорлы, называя их ТО „лимоном“, то „яблоком“. Необходимо упомянуть 
о Кавальери (1591—1647) и его трудах: „Геометрия, изложенная 
новым способом при помощи неделимых частей непрерывных величин“ 
(1635) и „Шесть геометрических этюдов“ (1647), в которых он главным 
образом сосредоточивает свое внимание на вычислении площадей, объе- 
мов и центров тяжести тел. 

Открытие Ньютоном (1642—1727) и Лейбницем (1646—1716) 
интегрального исчисления окончательно разрешило проблему квадратуры 
и кубатуры. 


$ 2. Задача изучения стереометрии. 


1. Изучение стереометрии в средней школе ставит своей задачей 
развитие пространственных представлений учащихся, их пространственной 
интуиции, что достигается правильным прохождением первых “глав сте- 
реометрии — положения основных образов. 

Изучение стереометрии должно дать умение и навык отличать друг 
от друга формы различных основных тел, перечисляя их существенные 
признака, знать образование отдельных тел, их свойства, соотношения 
между отдельными элементами тел, выполнять четкий чертеж несложного 
пространственного образа, разбираться в данном чертеже и вызывать 
в своем воображении по данному чертежу соответствующие геометриче- 
ские образы, решать задачи на вычисление поверхностей и объемов тел 
и отдельных их частей, рззмеров отдельных их элементов, а также за- 
дачи на построение пространственных фигур. Изученае стереометрии, 
содействуя развитию пространственных представлений и пространственной 
интуиции, должно, в конечном счете, дать учащимся прочные навыки и 
знания, нужные им не только для дальнейшей учебной работы, но и для 
последующей практической работы в технике, в производстве, в ст, ои- 
тельстве. 

2. Приступая с учащимися к изучению стереометрии, преподаватель 
должен помнить, что учащиеся за редкими исключениями обладают весьма 
слабыми пространственными представлениями, не умеют изобразить в долж- 
ном виде трехмерный образ на двухмерной плоскости листа или доски, 
не умеют рассмотреть и тем самым представить себе изображензый 
в плоскости чертежа трехмерный геометрический образ. Чтобы преодо- 
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леть эти трудности, необходимо на первых порах широко пользоваться 
наглядными пособиями. Должны быть использованы всякого рода готовые 
модели тет, конструктивные ящики для выяснения учащимся в рассматрн- 
ваемой пространственной фигуре взаимоположений отдельных основных 
элементов фигуры: точек, прямых и плоскостей; наряду с этим сами 
учащиеся должны научиться строить изучаемую фигуру из какого-либо 
‚материала и изображать ее на плоскости. 

Рассмотрение и подробный разбор вопроса на модели или построение 
модели как нельзя лучше помогает учащимся выяснить взаимное распо- 
ложение элементов пространственной фигуры и приучает их воссоздавать 
в своем воображении требуемый геометрический образ в целом и видеть 
5заимное распсложение отдельных его элементов. 

В силу сказанного должны быть использованы при изучении стерео- 
метрии, в особенности первых ее глав, всяксго рода наглядные пссобия: 
основное стереометрическое пособие, состоящее из набора спиц, планок, 
пластинок, готовые модели тел, сплошные и разборные, таблицы и т. п. 

Следует име:ь в виду, что приучение учащихся к геометрическому 
конструированию особенно ценно тем, что служит полезной подготовкой 
к работам по техническому конструированию. И школа, которая должча 
верьезно стави'ь дело изучения стереометрии, обязана найти пути и 
средства обеспечить занятия необходимыми учеблыми пособиями. 


8 3. Наглядные пособия. 


1. Одним из полезных наглядных пособий по стереометрии является 
аособие С. П. Острейко. 


В объяснительной записке к пособию, описание которого дано ниже, С. П. Ост- 
фейко говорит: 

„Меня давно занимала мысль иметь под руками при преподавании стерео- 
метрии такой материал, при помощи которого преподаватель и учащийся могли 
бы легко и без большой потери времени осуществлять любые несложные сте- 
феометрические построения. О громадном значении такого учебного пособия 
распрострапяться не приходится. Стереометрия затрудняет учащихся глагным 
образом тем, что построение ее нужно „воображать“, так как чертежи в ней 
являются условным изображением на плоскости того, что размещено в простран- 
<тве. Готовые модели, которыми обыкновенно пользуются при обучении стерео- 
метрии, не могут вполне зэменить то, что я имею в виду. Прежде всего, этих 
моделей должно быть очень большое количество, если мы желаем, чтобы для 
Есякой теоремы, задачи н вопроса, какие могут встретиться, у нас была готовая 
модель. Но это неудобство все-таки только практического характера, и с ним 
еще можно былобы мириться. Гораздо существеннее то, что учащийся, рассмат- 
ривая готовую модель, пассивно воспринимает формы и свойства той фигуры, 
которую она изображает. Ближе и интимнее вникнет он в формы и соотноше- 
ния частей фигуры, если он сам построит ее по данному заданию. Между про- 
чим, только при существовании такого пособия учащийся может отчетливо уяс- 
нить себз ход построения стереометрической фигуры в том именно порядке, 
жакой соответствует ходу доказательства или заданию задачи“. 


Составзыми частями прибора С. П. Острейко служат: 

1) Набор цветных деревянных палочек и металлических скреплеиий 
к ним; эти скрепления позволяют легко строить из палочек по данным 
заданиям призмы и пирамиды. Скрепления сделаны из мягкого металла 
{меди), легко деформируются простым нажимом пальцев; Это дает возмож- 
чость придавать палочкам направления под любыми углами друг к другу. 
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2) Прямоугольная рама размером 18 ди Х 13 дм (рис. 1), на которой 
натянуты с обеих сторон проволочные сетки с отверстиями тако вел 
чины, чтобы палочки, служащие для построений, могли вдвигаться в Эти 
отверстия с некоторым усилием. Такая рама позволяет осуществлять по- 
строения, относящиеся ко взаимному расположению прямой и плоскости, 
и составлять такие геометрические 
фигуры, для построения которых 
используются только одни палочки 
и скрепления. Так, для построения 
пирамиды с квадратным основанием 
н ребром, перпендикулярным к 
плоскости основания, достаточно 
воткнуть палочки в соответствую- 
щие отверстия, скрепить их в вер- 
шине и положить на сетку па- 
лочки, изображающие основание 

Рис. 1. пирамиды. . 

8) Вторая прямоугольная рама 
с натянутой на ней проволочной сеткой, которая служит для построе- 
ний, связанных с параллельными плоскостями. Рама устанавливается на 
вставных ножках, для которых в первой раме имеются углубления. Вторая 
рама используется для иллюстрации теорем, относящихся к параллельным 
плоскостям, теоремы о перпендикуляре к плоскости, для построения се- 
чения пирамиды плоскостью, параллельной основанию, и т. д., как это 

< видно из рисунков 2 и 3. -_ 


4) Две модели прямоугольников из жести, окрашенные белой краской, 
с приделанными ножками для установления этих моделей на раме. Мо- 
дели прямоугольников могут быть установлены и перпендикулярно и 
наклонно к раме и используются для иллюстрации взаимного располо- 
жения плоскостей. 

5) Две пары моделей прямоугольников из жести, окрашенных в белый 
цвет; сни связаны навесками так, что могут служить моделями двугран- 
ных углов. 
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При помощи перечисленных приспособлений могут быть выполнены 
все построения, относящиеся к курсу стереометрии, исключая круглые 
тела. Весьма полезно, чтобы учащиеся, отвечая урок (будь то дока- 
зательство теоремы или решениг задачи), строили при помощи пособия 
теометрический образ, соответствующий теореме или задаче; использова- 
ние наглядно.о пособия, однако, отнюдь не исключает необходимости 
приобретения навыков пользоваться при ответе чертежом. 

2. Помимо описанного посогия С. П. Острейко, следует уъазать на 
„универсальный набор по стереометрии“, состоящий из доски, на кото- 
рой монтируются модели геомзтрических фигур, встречающихся в различ- 
ных теоремах стереометрии, набора металлических спиц, прямоугольных 
ку.ков картона и кусочков пробки. 


Детальное описание указанного пособия, методика его применения, а также 
описание различных моделей по стереометрни, изготовляемых в пронессе урока 
из листа бумаги или картона, даны в книге П. А. Карасева „Учебно-наглядные 
пособия по математике и методика 
работы с ними в средней школе“, 
Учпедгиз, М., 1933, 


3. Весьма пол.зной является 
книга Г. Дресслера „О на- 
глядных пособиях по математи- 
ке“ (преимущественно для сред- 
ней школы), М., 1914. 

Небольшой материал по 
истории наглядкого обучения 
имеется в книге В, Мрочеки 
$Ф. Филипповича „Педаго- 
гика математики“, СПБ, 1910. 

4. Пособием при прохождении курса стереометрин может служить. 
также „геометриче:кий ящик“, конструкцит которо!о дана авторами 
книги; ящик может быть изготовлен собственными силами щколы и са 
мими учащимися”, Это — двустворчатый ящик (рис. 4), изготовленный из 
3-миллиметровой фанеры; каждая его створка высотой 3—4 см доверху 
заполнена пластечином или хорошей, жирной тлиной; створки скреплены 
шарнирами и могут образовать между созой двугранные углы величиной 
до 180°. Для отсчета величины двутразных углов к о-ной из ст.орок 
(или к обеим) прикрэплеч наглухо транспортир, при этом небольшой 
штифтик, прикрепленный к другой створке, указывает соответствующее 
деление транспортира; имеющиеся зажимные винты удерживают обе створки 
в требуемом положении. Ящик снабжен набором разноцветных тонких 
палочек разной длины, запасом пластелина для скрепления палочек и 
набором плоских прямолинейных фигур и кругов различных радиусов, 
изготовленных из картона или лонкой фанеры, а также дв. мя рамами, 
сделанными из металлической сетки; эти рамы служат моделями плоско- 
стей. Если поставить створки ящика под углом в 90° друг к другу, то 
к одной из створок ящива можно прикрепить одну или обе рамы-пло- 
скости; через эти плоскости — металлические сетки — свобсдно прохо- 
дят палочки, служащие моделями прямых и отрезков. Такой ящик 


Рис. 4. 


4 Ящик изготовляется в мастерской наглядных пособий рабфава НЕЦС, 
Москва, Бабушкин п р.., 4. 
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лозволягт иллюстрировать все встречающиеся в элементарном курсе гео- 
метрии вопросы, исключая вопросы, относящиеся к шару. 

При изучении шара и его частей слелует использовать в качестве 
модели большой черный матовый шар на подставке, на котором учз- 
щиеся могли бы проводить мелом линии, нужные для выяснения и ре- 
чпения отдельчых вопросов. 

}Келотельно, чтобы при занятиях стереометрией на кажлые 3—5 уча- 
ацихся приходилось не менее одного геометрического ящика и одной 
модели шара. 

5. Не менее ценным пособием при изучении стереометрии являются 
также стереоскопические изображения геометрических фигур, рассматри- 
ваемые в стереоскоп при разборе теоремы и изучении того или иного 
тела. Для достижения цели 
желательно, чтобы у 1—8 уча- 
щихся при работе в классе 
был стереоскоп с набором 
соответствующих картин. На- 
бор таких стереоскопических 
картин „Стереометрия в сте- 
реоскопе“ был составлен А. Я. 
Юсевичем и инж. А. Н. 
Замятиным. Приводим об- 
разцы стереоскопических ри- 
сунков- стереограмм (рис. 5 и 6). 
Приложенные стереограммы 
многогранников, рассматривае- 
мые в стереоскоп, кажутся как 
бы стоклянными и выделяются 
весьма рельефно. Требуемая 
иллюзия достигается тем, что 
рисунки, как, например, прило- 
женные рисунки додекаэдра и 

Рис. 6. икосаэдра, даются на черном 
фоне, причем левый рисунок 
имеет черные грани и белые ребра, правый же — белые грани и черные 
ребра. Если школа располагает стереоскопическим фотографическим аппа- 
ратом и геометрическим ящиком, то можно собственными ‘силами изго- 
товить стергограммы. Для этого нужно „построить“ при помощи гео- 
‘метрического ящика соответствующую фигуру, сфотографировать ее и 
напечатать затем с негатива любое количество стереограмм. Такая работа 
представляет для учащихся значительный интерес, весьма полезна для 
них и позволяет школе накопить ценные и нужные пособия для работы 
110 стереометрии. 

Полезным пособием являются также стереометрические анаглифы. 
Это — таблицы, на которых даны двуцветные стереоскопические изо- 
бражения стереометрических образов, которые кажутся рельефными, если 
рассматривать их через особые очки, в которые вместо стекол вставлены 
прозрачные пленки-светофильтры, красная — для левого глаза и зеле 
ная — для правого. 

При объяснении преподавателем свойств какого-либо стереометриче- 
«кого образа на стене в классе вывешивается таблица с изображением 
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соответствующего стереометрического образа, и учащиеся, рассматривая 
анаглиф при помощи очков с светофильтрами, получают полную иллю- 
зию пространственного образа. . 

Пользование анаглифами-таблицами следует рекомендовать школе: они 
помогают учащимся выяснить взаимное положение отдельных элементов 
пространственных образов, что особенно трудно дается учащимся, если 
им приходится при изучении свойств пространственного образа ограни- 
чиваться только его изображением на рисунке. 


$ 4. Об изображении стереометрических фигур. 


Умение изображать трехмерные образы на плоскости представляет 
пля учащихся одну из значительных трудностей, которую они должны 
преодолеть при изучении стереометрии. 

Понятно, что преподаватель должен 
уметь давать хорошо выполненные рисунки, 
необходимые при рассмотрении отдельных 
вопросов стереометрии, а также научить 
учащихся строить трехмерные геометри- 
ческие образы на плоскости чертежа, при- 
том так, чтобы по изготовленному в оп- 
ределенном масштабе рисунку можно было 
судить не только о форме, но и о разме- 
`рах его. 

Если между рассматриваемым  пред- 
метом, например кубом, поставленным на 
горизонтальную плоскость, и наблюдателем 
вообразить прозрачный экран (обычно вер- 
тикальную плоскость), то, проводя из вер- 
шин куба лучи к фокусу глаза, получим 
в пересечении этих лучей с плоскостью 
э.рана отображение веригин куба, по ко- 
торым легко нарисовать отображение куба Рис. 7. 
на картинной плоскости. 

Такое изображе тие называется центрально - перспективным. 
Это изображение, будучи расематриваемо из точки положения глаза, дает 
такое же представление о форме куба, как и сама натура, и является по- 
тому вполие наглядным. Однако по такому наглядному изображению нельзя 
непосредственно измерить отдельные элементы тела и судить о взаимном 
их положении. Так, например, прямые углы граней, не параллельных 
картинной плоскости, ‘кажутся искаженными, отдельные ребра — сокра- 
ценными в различной степени, параллельные ребра изображены сходя- 
щимися {рис. 7) и т. д. Чем дальше от картинной плоскости располо- 
жен глаз наблюдателя, т. е. чем меньше углы между лучами, проведен- 
ными к глазу, тем меньше различие между размерами параллельных 
отрезков, тем больше приближается изображение параллельных отрезков 
к параллельным. у , 

При бесконечно удаленной точке зрения получим изображение того 
же куба, показанное на рисунке 8. Это изображение дает достаточно 
наглядное представление о форме куба и вместе с тем дает возможность 
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непосредственно измерять ребра куба, параллельные картинной плоскости, 
а также и ребра, перпендикулярные к плоскости картины, коэфициент 
сокращения которых по отношению к ребрам, направленным параллельно 
плоскости, представляет постоянную величину. 

Такое изображение носит название кабинетной проекции. 
Обычно при изображении куба в кабинетной проекции принимают угол 
ф отклонения от горизонтального гаправления прямых, перпендикулярных 
к картинной плоскости, равным 45° (можно принять и 309) или 135°, 
а коэфициент & сокращения отрезков в этом направлении равным 0,5. 
Таким образом построена кабинетная проекция куба на рисунке 8. 

Необходимо иметь в виду, что изображение 
пространственной фигуры в параллельной косо- 
угольной перспективе дает наглядное предста- 
вление о форме тела и позволяет непосред- 
ственно установить размеры изображаемого тела 
вдоль трех основных направлений, если указан 
масштаб, в котором дано изображение тела, 

Параллельной косоугольной проекцией поль 
зуются для изображения пространственных фи- 
гур, которые рассматриваются в стереометрии; 
построение изображений в такой проэкции 
весьма просто, но все же требует для приоб- 
ретения навыка в правильном и быстром изобра- 
жении той или иной фигуры выполнения значи 
тельного числа упражаений. 

Рис. 8. Указания, как выполняются построения раз- 

ного рода фигур в параллельной косоугольной 

проекции, даны во второй части стабильного учебника. Преподаватель 

обязан своевременно с ними ознакомиться и владеть в должной мере 

техникой построения изображений фигур. Подробный разбор с учащи- 

мися построения методом параллельной косоугольной проекцни следует 

отнести по времени к сроку, когда учашимися уже рассмотрены вопросы 
о взаимном положении прямых м плоскостей в пространстве. 

Однако уже с первых шагов преподаватель должен давать изображе- 
ния пространственных фигур с соблюдением приемов, указанных в 
главе ХИ второй части стабильного учебника, хотя бы в пределах гла- 
зомерной точности. 


$ $5. Задачи на построение в стереометрии. 


Задачи на построение в стереометрин, в отличие от задач на по- 
строение в планиметрии, представляют для учащихся значит.льные труд- 
ности, так как в планиметрии легко связывать геометрические образы 
с их изображением на чертеже. Следует различать два вида фактически 
построенных стереометрических образов: 1) действигельное построение 
в определенном масштабе пространственной фигуры, иначе говоря, по- 
строение модели фигуды; построение, например, при помощи геометри- 
ческого ящика каркаснфЙ модели фигуры, ребрами которой являются 
тонкие деревянные палочки, и 2) построение на плоскссти, имеющей 
только два измерения, изображения пространственной фигуры, ихеющей 
три измерения. С самого начала курса стереометрии следует познако- 
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мить учащихся с несложными построениями изображений пространствен- 
ных фигур с помощью так называемой параллельной косоугольной проек- 
ции. Когда же учащиеся проработают теорзмы о взаимном поло кении 
прямых и плоскостей в пространстве, следует углубить и расширить 
вопрос о построезии пространственных образов. Известно, как часто 
неумение построить требуемуто зздачей фигуру служит камнем преткновения 
при решении тех или других вопросов стереометрии, между тем как 
умение выполнить четкое построение фигуры помогает учащимся понять 
задачу и найти прзвильные пути к решению поставленных вопросов. 

Прэжде всего следует указать, что в стереометрии при выполнении 
построений приходится пользоваться всеми элементарными построениями 
планиметрии; о них была речь в первой части настоящей книги. 

К числу элементарных построений в стереометрии относятся следующие: 

1. Построение плоскости, если в пространстве заданы три какие- 
либо точки, не лежащие на одной прямой, или прямая и точка вне 
этой прямой, или две перзсекающиеся прямые, или, наконец, две парал- 
лельные прямые. 

При наличии одного из приведенных условий 
плоскость считается построенной. Надо добиваться, 
чгобы учащиеся научились „видеть“ плоскость, 
определяемую указанными выше этементами, и 
умели изображать плоскость на чертеже в виде 
какой-либо плоской фигуры, являю-цейся ограни- 
ченной частью плоскости, например в виде пря- 
моугольника, треугольника или параллелограма, 
плоскость каждого из которых совпадает с пло- Рис. 9. 
скостью, подлежащей изображению. Надо также 
научить учащихся видеть соответствующую плоскость в каких-либо задан- 
ных телах. Можно начать с того, чтобы учащиеся дали, например, изо- 
бражение плоскости, которая проходит через три точки, лежащие на 
трех ребрах куба, выходящих из одной его вершины. Для выяснзния 
положения такой плоскости в кубе можно рекомендовать учащимся по- 
строить куб на геометрическом ящике, отметить на его ребрах какие- 
либо три точки, положим, К, Си М (рис. 9), а затем, зная, что три 
точки, не лежащие на одной прямой, вполне опоеделяют положение 
плоскости, соединить прямыми точки Ки Г, Ги М, МиК; эти прямые, 
согласно определению плоскости, лежат в искомой плоскости, следова- 
тельно, плоскость треугольника КГ.М совпадает с искомой плоскостью. 
При таком построении учащиеся д Йствительно „видят“, как расположена 
в кубе плоскость треугольника КЕМ. Если после этого предложить уча- 
щимся построить на доске или листе бумаги изображение и куба и 
плоскости, проходящей через точки А, Би М, взятые на ребрах куба, 
то надо думать, что выполняемый ими рисунок будет сделан с должным 
пониманием положения искомой плоскости; точки А, и М можно отме- 
тить цветными мелками или карандашами, треугольник КЁ.М заштриховать. 

«3 целях развитая пространственных представлений учащихся следует 
предложить им указать различные возможные положения плоскостей, 
прохолящих через точки А, Си М, каждая из которых до тех пор пе- 
ремещается вдоль ребра куба, пока не совпадет с вершиной куба; сле- 
дует построить плоскость, проходящую при заданном условии через 
вершины куба; понятно, что в сечении получится равносторонний 
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треугольник, так как каждая его сторона является диагональю одной из 
равных граней куба (рис. 10). Необходимо в отдельных случаях те или 
иные задачи на построение использовать для решения задачи на вычи- 


также его площадь, 
ребра куба. 


ются также: 


сление. Так, в данном случае можно вычислить. 
сторону полученного в сечении треугольника, а 
приняв за данное длину & 


Элементарными задачами на построение явля- 


2. Построение произвольной точки, лежащей 
в данной плоскости или вне ее. 

3. Построение произвольной прямой, лежа- 
щей в данной плоскости или вне ее. 


Рис. 10. 4. Построение на данной плоскости прямой, 
проходящей через точку, данную на этой пло- 

скости, и построение прямой, пересекающей данную плоскость. 
5. Проведение прямой пересечения двух пересекающихся плоскостей. 


А 
Рис. 11, 


Рис. 12. 


В целях правильного и четкого выполнения построения полезно дать 


учащимся следующие указания. 


Если требуется изобразить плоскость Р и точку М на ней, то иногда 
целесообразно для большей наглядности начертить на плоскости произ- 
вольную прямую, прохолящую через заданную на плоскости точку М, 
например, прямую АВ (рис. 11); это делается для того, чтобы можно 
было „видеть“, что точка ЛМ действительно лежит на плоскости Р, а не 


вне ее, как это имеет место на рисунке 12, на 
котором точка /М изобрахена помещенной 
вне плоскости Р, точка же К изображена 
лежащей на плоскости Р и притом на пря- 
мой АВ, расположенной в этой плоскости. 
Надо отметить, что, если точка дается на 
рисунке лежащей вне данной плоскости, це- 
лесообразно одновременно указать и ее рас- 
стояние от заданной плоскости, понятно, 
после прохождения вопроса о перпендику- 
ляре к плоскости. Чтобы, однако, показать, 
что какая-либо прямая пересекает горизон- 
тальную плоскость Р и одновременно про- 
ходит через заданную на ней точку А, реко- 


Рис. 13. 


менлуется выполнять построение так, как это показано на рисунке 13, где 
из произвольных точек Аи В, лежащих на заданной прямой по раз- 
ные стороны от плоскости Р, проведены к плоскости ФР перпендику- 


ляры АА, и ВВ.. 
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Для выяснения учащимися всего своеобразия решения задач на 
построение в пространстве и для ознакомления их с’ различными спосо- 
бами решения следует проделать с ними достаточное число задач; прак- 
тика в решении задач на построение помогает учащимся развить про- 
странственную интуицию, научиться видеть пространственные фигуры, 
правильно „строить“ их модели на геометрическом ящике и правильно 
изображать их на классной доске и в тетради. Обычно наиболее труд- 
ными являются для учащихся задачи на построение изображений различ- 
ных положений прямых и плоскостей в пространстве, если прямые и 
плоскости рассматриваются оторванными от тел, без непосредствен.ой 
связи с какими-либо из них. Решение таких вопросов сугубо требует 
наличия у учащихся хороших пространственных представлений, а также 
хорошего знания предмета, так как каждое выполненное построение 
требует обоснования и доказательства на основании известных учащимся 
аксиом и теорем, что построение выполнено правильно. Геометрический 
ящик оказывает в данном случае большую услугу, и на первых порах, 
в особенности в классах, в которых много отстающих, следует чаще 
предварять построение изображения пространственной фигуры построе- 
нием ее модели на геометрическом ящике, помня, однако, что чрезмер- 
ное пользование наглядными пособиями может дать и отрицательные по- 
казатели. 


ГЛАВА ИП. 
ПЕРВЫЕ УРОКИ ПО СТЕРЕОМЕТРИИ. 


$ 6. Введение. 


Приступая к изучению стереометрии, слелует пояснить учащимся, чем 
занимается стереометрия и в чем ее отличие от планиметрии. Если пла- 
ииметрия занимается изучением геометрических фигур на плоскости, то 
стереометрия изучает геометрические фигуры, которые всеми своими 
точками не могут поместиться на одной плоскости. Сказанное должно: 
быть иллюстрировано моделями некоторых геометрических образов, по- 
казом четких чертежей в кабинетной 'проекции и вычерчиванием на доске 
нескольких несложных пространственных образов, например прямой АВ, 
пересекающей плоскость Р, двух пересекающихся плоскостей Ри О, 
куба АС) ит. п. (рис. 14}. 


Не должно быть упущено указание, что окружающие нас предметы 
или отдельные их части представляют собой модели самых разнообраз- 
ных тел, простейшие из которых изучает стереометрия. На первом же 
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занятни следует подчеркнуть учащимся, что для ТОГО, чтобы „видеть“ 
и разбиратьея в том или ином пространственном образе, большое зна- 
чение имеет правильное и четкое его изображение на чертеже, и что 
приобретение навыка давать правильный и четкий чертеж является сугубо 
необходимой задачей, не всегда, однако, простой и леглой. 


$ 7. Прямая в пространстве. 


1. Подробнее необходимо остановиться на некоторых аксиомах пря- 
мой в пространстве, проводя аналогию с соответствующими аксиомами 


прямой на плоскости. 


1) Через любую точку пло- 
скости можно провести бесчис- 
ленное множество прямых, пу- 
чок прямых. 

2) Через две различные точки 
плоскости можно провести 
одну и только одну прямую, или, 
ч10 ТО же самое, две различные 
точки плоскости определяют 
только одну прямую. 


1) Через любую точку про- 
странства можно провести 
бесчисленное множество прямых, 
связку прямых, 

2) Через две различные точки 
пространства можно провести 
одну и только одну прямую, или, 
что то же самое, две различные 
точки пространства опреде- 
ляют только одну прямую. 


3) Прямая мыслится безгранично продолженной в обе стороны. 

Делается вывод, что прямая двумя различными точками определяется 
однозначно как на плоскости, так и в пространстве. 

Призеденные суждения являются аксиомами прямой в пространстве. 

2. В целях развития пространственных представлений учащихся не 
бесполезно рассмотреть с ними вопрос о наибольшем числе прямых, ко- 
торые можно провести в пространстве через м различных точек, при 
условии, что никакие три из них не лежат на одной прямой. Методика 
разбора данн го вопроса аналогична методике рассмотрения соответ- 
«твующего вопроса планиметрии. И в данном случае решение вопроса 
указывает, что через и разтичных точек пространства, если никакие три 
из них не лежат на одной прямой, можно провести 


1-2 З.И прямых. 


$ 8. Плоскость. Ее определение и основные теоремы. 


1. Вопросу определения понятия плоскости и положения плоскости 
`в пространстве, а также образования плоскости движением прямой дол- 
жно быть уделено достаточное внимание. 

Определение понятия плоскости приведено Евклидом в |! книге. Ука- 
зав, что поверхность есть то, ито имеет только длину и ишрину, 
Евклид говорит: плоская поверхность есть та, которая одинаково 
расположена относительно прямых линий, на ней лежащих. 

Данное Евклидом опрэделение плоскости втрадает той же неясно- 
стью, как и его определение прямой. Новейшие геометры дали другие 
определения плоскости. 

Фурье (1768—1830) дает следующее определение плоскости: пло- 
скость есть геометрическое место точек в пространстве, равно 
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удаленных от двух данных точек в пространстве, или плоскостх» 
есть геометрическое место всех прямых, перпендикулярных к данной 
прямой в данной на ней тоцке. 

Лежандр (1752—1838) определяет плоскость как поверхность, 
с которой прямая, имея с ней две общие точки, совмещается всеми 
своими точками, где бы на плоскости ни были взяты две точки. 

Бальтцер (1818—1887) говорит: плоскость есть поверхность, ко- 
торая образуется движением прямой, проходящей через данную 
точку и скользящей по данной прямой. 

Следует обратить внимание на то, что определение понятия плоскости 
тесно связано с определением понятия прямой. 

Учащимся следует дать определение плоскости, данное Лежандром, 
при этом в следующей формулировке: плоскостью называется поверх- 
ность, обладающая тем свойством, что прямая, проходящая через 
любые две точки этой поверхности, лежит в ней всеми своими точками. 

Заметим, что Евклид, дав определение плоскости, доказывает в Х] кни- 
ге следующие два предложения: 

1) части прямой линии не могут лежать одна над плоскостью, а другая 
в самой плоскости; 

2) две пересекающиеся прямые линии лежат в одной плоскости; точно 
так же любой треугольник лежит в одной плоскости. 

В современных учебниках элементарного курса геометрии первое из 
указанных предложений Евклида не доказывается; оно и понятно: су- 
ждение, высказанное в этом предложении, есть следствие, вытекающее из 
юпределения плоскости; второе же предложение Евклида рассматривается 
как следствие, вытекающее из теоремы: через три различиые точки, 
не лежащие на одной прямой, можно провести плоскость, и притом 
только одну, и обычно формулируется словами: через две пересекаю- 
лциеся прямые можно провести плоскость, и притом только одну. 

, 2. Проработку темы „плоскость“ можно провести в следующем по- 
радке. Дается определение плоскости и указывается, что из определения 
плоскости непосредственно вытекает, что прямая, имеющая с плоскостью 
де общие точки, лежит в ней всеми своими точками; поясняется, что 

Лоюскость мыслится безгранично продолженной во все стороны; последнее 
вытекает из того, что любая прямая, лежащая в плоскости, мыслится 
безгранично продолженной в обе стороны; обращается внимание учащихся 
и на то, что плоскость делит пространство на две части, на две области, 
расположенные по обе стороны ог плоскости. 

Полезно рассмотреть различные положения одной и двух точ.к 
относительно плоскости и рассмотреть соответствующие простейшие 
вопросы, естественно возникающие. 


1) Точка А лежит в плоскости, и4—— 
Если при этом точка А служит на- гу 
чалом луча, то возможны два случая’ 
либо луч расположен в самой пло- 
скости, либо луч уходит в область, й 
расположенную по одну “или по Рис 15. 
другую сторону плоскости (рис, 15). 

2) Две точки А и В лежат в плоскости. Эти точки опера Ча 
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прямую, которая всеми своими точками лежит в плоскости. 
разбивает плоскость на две „полунлеекееятыь» (риф » „В 
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Дее точки А и В лежат по разные стороны плоскости, в различных 
областях. Если созгдинить данные две точки Аи В прямой, то прямая АВ 
пересечет плоскость в иекоторой единственной точке С (рис. 17). Точка 
пересечения прямой и плоскости называется следом, или основанием, 
прямой. 

СУЖДЕНИЕ: если две точки лежат по разные стороны плоскости, 
то прямая, проходящая через них, пересекает плоскость принимается 
за аксиому. 


Рис. 16, Рис. 17. 


+ Данное суждение позволяет отметить, что переход из одной области 
пространства в другую может быть совершен лишь при условии пересе- 
чения плоскости. 

3. На выяснение необходимых и достаточных условий, определяющих 
положение плоскости в пространстве, должно быть обращено сугубое 
внимание. 

Учащимся указывается, что через любую точку пространства, а также 
через любую прямую в пространстве, а следовательно, и через две 
любые точки, так как прямая определяется двумя точками, можно 
провести бесчисленное множество плоскостей. 

Последние суждения — аксиомы плоскости; точно так же принимается 
в качестве аксиомы плоскости суждение, что плоскость можно 
вращать вокруг любой прямой, в ней лежащей. Грубой 
иллюстрацией последнего факта может служить вращение двери, оконной 
рамы или крышки коробки вокруг неподвижной оси. 

СУЖДЕНИЕ: через три точки, не лежащие на одной прямой, 
можно провести плоскость, и притом только одну, дается учащимся 
в качестве аксиомы. Гильберт в своих „Основаниях геометрии“ в числе 
первой группы аксиом, аксиом сочетания, дает следующие две аксиомы: 

1) три не лежащие на одной и той же прямой точки А, В, С всегда 
определяют плоскость а; 

2) любые три точки плоскости, не лежащие на одной прямой, опре- 
деляют эту плоскость. 

Справедливость агсиом иллюстрируется рядом фактов. Так, если 
воткнуть в стол три булавки таким образом, чтобы они не были распо- 
ложены на одной прямой, то положенный на них кусок картона или 
стеклянная пластинка займут определенноз положение; дверь, насаженная 
своими петлями на два неподвижных крючка, может вокруг них вра- 
щаться, как вокруг оси; если же поставить на пути движения двери 
какое-либо препятствие и рассматривать последнее как третью непод- 
важную точку, то движение двери остановится, и дверь займет опгеде- 
ленное положение. .. 
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До последнего времени приведенное выше суждение принималось за 
теорему, именно в части единственносги плоскости. Приводим соответ- 
ствующез доказательство. 


Теорема. Через три различиые точки, не лежащие на одной прямой, 
можно провести плоскость, и притом только одну. 


Дано: точки А, В и С, не лежащие на одной прямой. 
Треб. док.: через точки А, В и С можно провести единственную плоскость Р 


ДоклазаАТЕЛЬСТВО. Через данные 
две точки Аи В проводим плоскость Р 
(рис. 18). Плоскость Р, вращаясь вокруг 
неподвижной прямой АВ, проходнт чрез 
все точки пространства, а следовательно, 
она пройдет и через третью данную 
точку С. На это рассуждение надо смо- 
треть не как на логическое доказательство, 
а как на активную работу интуитивного Рис. 18. 
мышления. 

Для доказательства единственности допустим, что через данные три точки А, 
В и С проведена еще одна плоскость, плоскость ©, и докажем, что любая точка М 
плоскости Р принадлежит также и плоскости О. 

Для этого проводим на плоскости Р прямые через точки Аи В, Ви С, А 
и С; тогда лежат 


на плоскости Р: на плоскости О: 
1) точки А, Ви С: 1) точки И, Ви С; 
2) прямые АВ, ВС и АС; 2) прямые АВ, ВС и АС; 
3; точка М. 3) относительно точки М неизвестно, 


лежит ли она на плоскости [@) или нет. 


Проводим затем на плоскости Р через точку М произвольную прямую ММ. 
Эта прямая пересечет две из трех прямых АВ, ВС и АС, ибо прямая ММ ие 
может быть одновременно параллельной двум из них7 так как в этом случае через 
одну точку проходили бы две прямые, параллельные третьей. Пусть прямая ММ 
пересекает прямые АВ и АС в точках Ки [; тогда лежат 


на плоскости Р: иа плоскости ( 
4) точки К и [; 4) точки Ки /; 


ибо прямые АВ и АС, которым принадлежат точки Ки А, лежат в обеих пло- 
скостях, 

5) прямая КД; 5) прямая КГ; 
- 6) точка М. 6) точка М. 


Итак, произвольно взятая на плоскости Р точка М принадлежит обеим пло-- 
скостям Ри О. Отсюда следует, что любая точка плоскости Р принадлежит и 
плоскости ©, а это означает, что плоскости Р и © совпадают и, следовательно, 
через три данные точки 4, В и С можно провести только одну плоскость. 


4. Как следствие из рассмотренной теоремы вытекает, что положение 
плоскости в пространстве также определяется: 

1) прямой и точкой вне этой прямой, так как данная 
вне прямой точка и любые две точки данной прямой дают три точки, 
не лежащие на одной пзямой, через которые можно провести единствен- 
ную плоскость; 

2) двумя пересекающимися прямыми, так как точка пере- 
сечения двух прямых вместе с двумя другими точками, взятыми по одной 
на каждой из данных прямых, дают три точки, не лежащие на одной 
прямой, через которые проходит одна, и только одна, плоскость; 


0% 19 


3) двумя параллельными прямыми, так как, согласно опрз- 
делению, параллельные прямые лежат в одной плоскости; эта плоскость — 
единственная, так как через одну из данных параллельных прямых и 
произвольную точку другой параллельной прямой можно провести одну, 

и только одну, плоскость. 

м в 5. Возможность образования 
плоскости движением прямой мо- 
жет быть показана учащимся. 

Так, плоскость образуется, 
если: 

1) прямая АВ вращается вокруг 
одной неподвижной точки Аи од- 
новременно скользит по некоторой 
прямой ММ (рис. 19); 

—_ 2) прямая АВ скользит по двум 
_ неподвижным параллелям КЁ и ММ 
м : (рис. 20); 

3) прямая АВ скользит по двум 
неподвижным пересекающимся пря- 
мым АЁ и ММ (рис. 21); 

4) прямая АВ перемецается па- 
Рис. 21. раллельно самой себе и скользит 
при эгом по неподвижной прямой 
ММ (рис. 22). 

Дается указание, что прямая АВ, 
движением которой образуется плос- 
кость, называется образующей, а 
неподвижная прямая МЛМ или непо- 
движные прямые АЁ н ММ, по ко- 

Рис. 22. торым скользит образующая АВ, 

называются направляющими. 

5. СУЖДЕНИЕ: 08е плоскости пересекаются по 

| Пересечение прямой линии можно дать учащимся в качестве 

двух пло- аксиомы. Гильберт в числе восьми аксиом сочетания 

сностей. дает аксиому; если две плоскости @ и В имеют общую 

точку А, то они имеют по меньшей мере еще одну 

общую точку В. На основании данной и других аксиом сочетания Гиль- 

берт как следствие рассматривает теорему, часть которой гласит: две 

плоскости или не имеют ни одной общей точки, или имеют общую 
прямую. 


В традиционных курсах геометрии указанное выше суждение считается 
теоремой. 


Теорема. Если две плоскости Ри © имеют одну общую точку М, то 
они имеют и общую прямую ММ, проходящую через точку М, т. е. пло- 
скости Ри 9 пересекаются по прямой ММ. 


ДоклзлатеЕльство. Пусть даны две плоскости Р и © и пусть эти пло- 
скости имеют одну обшую точку М (рис. 23). Проведем в плоскости @ через 
точку М какие-нибудь две прямые АВ и СО и возьмем на прямой АВ точку А, 
а на прямой СД точку О так, чтобы выбраиные точки Аи Р лежали в разных 
областях относительно плоскости Р. Соединив точки А и Р прямой АР, 
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убеждаемся, что прямая АД лежит в плоскости © и имеет с плоскостью Р общую 
точку №, точку пересечения прямой АР с плоскостью Р; эта точка М принадле- 
жит не только плоскости Р, но и плоскости (©); вместе с тем точка М отлична от 
точки М. На самом деле, если бы точка № совпала с точкой М, то прямая АД 
совпала с прямой АВ, чего, однако, быть не может, так как точка 2 прямой АР 
не лежит на прямой АВ. 

Итак, по условию, точка М принадле- 
жит плоскостям Р и ©; им же принадлежит 
и точка М, следовательно, прямая ММ, про- 
ходящая через точки М и М, приналлежит 
обеим плоскостям, плоскостям Р и О. 

Рассмотренную теорему доказывают и 
иными рассуждениямн. 

Допустим, что плоскости Р и О пере- 
секаются не по прямой, а по кривой линии 
или ломаной. Если допустить, что плоскости 
пересекаются по кривой, то можно выбрать 
на полученной кривой произвольные три 
точки и провести через них плоскость, по- 
ложим плоскость 5, так как взятые три 
точки не лежат на одной прямой. Но вы- 
бранные на кривой произвольные три точки 
одновременно лежат и в плоскостях Ри О, 
следовательно, плоскость $5 должна совпа- 
дать и с плоскостью Р и с плоскостью @, Рис, 23. 

а это означает, что плоскости Р и О, а так- 
же и плоскость 5 совпадают. 

Аналогичными рассуждениями мы придем к такому же выводу, если допу- 
стить, что плоскости Р и О могут пересечься по ломаной. 

Отсюда вывод: если две плоскости не совпадают, но при этом имеют хотя бы 
одну общую точку, то они имеют и общую прямую, по которой они пересекаются. 


При рассмотрении двух пе- 
ресекающихся пЛоскостей сле- 
дуег указать учащимся, что 
двумя пересекающимися пло- 
скостями пространство делится 
на 4 области. 

Для лучшего уяснения уча- 
щимися рассмотренных фактов 
надлежит использовать соответ- 
ствующие наглядные пособия. 

Хорошо предложить каждо- 
му учащемуся изготовить для себя наглядное пособие из листа бумаги 
по возможности большой плотности. Берутся два небольших листа бу- 
маги АДиВ (рис. 24а), в которых делаются вырезы ти и т п,, а затем 
листы А и В вдвигаются по разрезам друг в друга, как это показано 
на рисунке 246. 


Рис. 24а. 


Задачи и вопросы, 


1. Найти наибольшее число плоскостей, которые можно прозести через 4, 5, 
бит. д. точек в пространстве. 

2. Найти ‘наибольшее число плоскостей, которые можно провести через 
5 лучей в пространстве, выходящих из одной точки. 

8. В пространстве даны 5 прямых и 65 точек. Найти наибольшее число пло- 
скостей, которые можно провести через них, при условии, чтобы каждая из 
плоскостей содержала олиу из данных прямых и одну из данных точек. 

4. Найти наибольшее число прямых, по которым могут пересечься 3 пло- 
скости, 4 плоскости ит. д. 
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Указания к задачам и вопросам. 


1. Наибольшее число, плоскостей получится в том случае, если никакие 
4 точки не лежат в одной плоскости, Каждые 8 точки, не лежащие на одной 
прямой, определяют положение только одной плоскости. й 

Если даны 4 точки, то положение различных плоскостей определяется сле- 


дующими точками из числа даниых: 
1) 1, 2н 3, 2) 12 и4, 3) 1, Зи 4, 4) 23 и4. 


Итак, наибольшее число плоскостей, определяемых четырьмя данными точками, — 


четыое. и 
Если даны 5 точек, то положение различных плоскостей определяется сле- 


лующими из данных точек; 


1) 1213, 2) 1214, 3) 12и5, 4 
6) 14и5, 7) 2, 3и4, 8) 23и65, 9 


Итак, наибольшее число плоскостей, определяемых пятью данными точками, — 


Де СЯТЬ. 
Если даны 6 точек, то положение различных плоскостей определяется сле- 


дущими точками: 


и4 5)13и5, 
и5, 10) 34и5. 


1)1,12и3 2)12и4 3)12и5 412и6, 5) 13и4, 
6 1 3и5 7) 13и6 8)14и5 914и6б, 10) т5нб 
11) 23и4 12)23и5 131 2,3иб, 14) 2, 4и5, 15)2.4и6, 
16) 25 иб, 17) 34и5, 18) 3, 4иб, 19) 35и6, 20) 45иб 


Итак, 6 точек пространства, из которых никакие 4 не лежат на одной плоскости, 
определяют положение двадцати различных плоскостей. 
Разбор задачи показывает, что при условии, что никачие 4 точки не лежат 
на одной плоскости, можно провести: 
через 3 точки — 1 плоскость, через 5 точек — 10 плоскостей 


„ 4 ‚„ -— 4 плоскости „об ‚, —20 „ 
7 , 


Полученный результат можно записать следующей таблицей: 
Наибольшее число плоскостей имеем: 


для 8 тонек: 1, СЗ = 
4, 143, =! =1 
= 2_ 5:4 
5 1 3-6, =б=ъ=10 
3_6.5:4 _ 
(6 ,„ 14346410 _ с=руз=2 
. 3 7.6.5 
ь‚Т , 1 +3 6 -- 10 - 15. С=|оз = 85 ит.д 


Вывод: наибольшее число плоскостей, которые можно провести через 

п точек в пространстве, при условии, что никакие 4 из них не лежат в одной 

пи— п — 2) 
].2.3 

2. Известио, что каждые два луча, выходящие из одной точки, определяют 

олну нлоскость; следовательно, плоскость образуют каждые два следующих луча 


тио таз Э!Ги4 Ффтиб 2изЗ 
6) 2 и 4 72 иб5 93и 4 9) Зи 0 4и 5. 


3 
плоскости, равно Сз= 


Разбор задачи показывает, что через 5 лучей, из которых никакие три луча 
ге асжат в одпой плоскости, можно провести [+ 2-+-3--4=10 плоскостей, 


> [1] 
при этом 10 =С5. Понятно, что через п лучей при заданном условии можно 


провести С? плоскостей, 


3. Каждая из 5 данных прямых определяет с каждой из данных пяти точек 
положение одной только плоскости, следовательно, через каждую из данных 
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прямых и данные 5 точек можно провести 5 плоскостей. Согласно условию за- 
дачи даны 5 прямых, а потому через 5 прямых и 5 точек можно провести 
5Ж5 =25 плоскостей. 

4. Наибольшее число прямых, по которым пересекаются две плоскости, — 
одна. 

Три различиые плоскости могут пересечься по трем прямым. 


те 2) 1с3, 3) 263. 


Четыре плоскости могут пересечься по шести прямым’ 


тс 
с 


‚. 3) 1 с 4, 5) 2 с 4, 
2} 1 с ЗС 4 


2 
3, 4 23 6) 


Пять плоскостей могут пересечься по десяти прямым: 


утес тез 91с4 41С5, 5) 2 с 3, 
6) 264 7) 2с5 8 3с4 93с5 1 4с5. 
Понятно, что п плоскостей могут пересечься по +23 -... - (п — 1} 
прямым или по "ИУ прямым, 
м 2 _п (и — 1) 
Искомый результат получается по формуле: бв=— 


ГЛАВА 11. 


ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫЕ ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ 
В ПРОСТРАНСТВЕ. 


$ 9. Введение. 


Прежде чем перейти к выяснению свойств прямой, перпендикулярной 
к плоскости, следует рассмотреть с учащимися различные положения 
прямой относительно плоскости. 

Рассматривается: 1) прямая, имеющая с плоскостью по крайней мере 
две общие точки; такая прямая совмещается с плоскостью всеми своими 
точками; 2) прямая, имеющая с плоскостью 
только одну общую точку; такая прямая 
пересекает плоскость; и, наконец, 3) пря- 
мая, не имеющая на всем своем протяже- 
нии с плоскостью ни одной общей точки; 
такая прямая параллельна плоскости. 

Возможность таких положений прямой 
относительно плоскости надлежит показать 
учащимся на моделях или на рисунке. Так, 
на рисунке 25 через две точки М и М пло- 
скости А,В.С.О., верхней грани куба прове- 
дена прямая ММ, лежашая всеми своими точками в этой плоскости. 
Другая прямая, прямая №/М,, имеет с плоскостью А,В.С.О, верхней 
грани только одну общую точку № и с плоскостью 4.0.0.А, левой 
боковой грани куба также только одну общую точку М,. Прямая ММ, 
пересекает первую плоскость в точке М, вторую — в точке М}; она же 
пересекает и плоскость 4.В.С.О, нижнего оснозания куба в точке К- 
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Точки М, М, и К называются основаниями прямой ^/М,, или сле- 
дами ее, на соответствующих плоскостях. Прямая ММ не имеет ни 
сдной общей точки с плоскостью А,В.С,О, нижнего основания куба, 
она ей параллельна. 

Следует использовать геометрический ящик (рис. 4, стр. 9), по- 
строить на нем куб со всеми указанными прямыми, пересекающими грани 


куба. 
$ 10. Прямые, перпендикулярные к плоскости. 
1. Учащимся указывается, что прямая, пересекая плоскость, может 
занять относительно плоскости и такое положение, что будет к ней пер- 


пендикулярна. После показа на модели или на рисунке прямой, 
перпендикулярной к плоскости, дается ее определение. 


2х 


|ныении 


РР 
Рай 


Рис. ‘ба, Рис. 266. 


Определение. /7ерпендикуляром к плоскости называется пря- 
мая, пересекающая плоскость и образующая со всеми прямыми на 
плоскости, проходящими через ее основание, пряные углы. 

Слова „проходящими через ее основание“, как потом будет указано, 
излишни; однако на первых порах не следует их опускать, так как уча- 
вимся бывает трудно Ифедставить себе, при каких условиях прямая счи- 
тается перпендикулярной к плоскости. 

Теорему „о двух перпендикулярах“, которой устанавливается 
признак перпендикулярности прямой к плоскости, желательно предварить 
следующим опытом: вычерчивается плоскость Р, и на ней проводятся не- 
сколько прямых, пересекающихся в точке Ё (рис. 26а). Если приложить к 
одной из проведенных прямых, например к прямой АВ, чертежный треуголь- 
ник так, чтобы вершина прямого угла совпала с общей точкой пересече- 
ния /. и катет [К — с прямой АВ, то другой катет /МЁ, находясь в плоскости 
чертежа, перпендикулярен к прямой АВ. Если затем вращать чертежный 
треугольник вокруг катета ГА до тех пор, пока катет /МГ, выйдя из 
плоскости Р, не образует прямого угла с одной из начерченных прямых, 
например СО, то катет МЁ перпендикулярен и ко всем остальным 
прямым, проходящим через точку Г (рис. 266). 


Так как учащиеся знакомы с кубом, то можно использовать.куб для проверки 
вычислением теоремы о двух перпендикулярах. Для этого вычерчивают куб и 
сечение его плоскостью, проходящей через концы До, А; и С; трех ребер, вы- 
ходящих из одной и той же вершины, положим. Д, куба (рис. 27). Полученное 


сечение 4:0.С, — равносторонний треугольник; каждая его сторона равна ау2, 
аУ2.-У3 _аУ6б 
2 


где 4 — ребоо куба. Высота О.О треугольника А.С, равиа —э = 


9+ 


Соединив точку ДР. с точкой О, получим треугольник 1250 со сторонам 
"_ 2 
р.р.=а ВБ:0= ау? и О.О = пу 5 . Но 2:2. 1 ВС и РА, [. Б.А, а по- 


хому вычислением учашиеся убеждаются и в том, что ребро 2:0) перпензикулярно- 
к стороне ВО, третьей прямой, проведенной в плоскости основания куба. 


6\? 2 \2 2 > 
В самом деле: (475. — а?-- (2) и За? ==а?-- 5. Следовательно, 


ие 


2 
треугольник Р»бзО — прямоугольный и ор. | 210. 
После этого дается доказательство теоремы о Двух перпендикулярах 
и теоремы: через данную точку к данной плоскости можно провести. 
голько один перпендикуляр. 
Укажем, как желательно провести доказательство теоремы о двух 
перпендикулярах. 


Рис. 27. . Рис. 28. 


Сперва выполняется построение, соответствующее условиям теоремы... 
Для этого проводим через произвольную прямую АВ две плоскости Р^ 
и О (рис. 28), а затем проводим к прямой АВ в какой-нибудь ее точке, 
положим, в точке /М, перпендикуляры МК и МЕ, один в плоскости Р, 
другой в плоскости @; этими перпендикулярами МК и МЁ определяется: 
положение некоторой третьей плоскости Р,. 

Итак, МК [АВ и МЕ [АВ или АВ | МК и АВ | МЕ, т. е. 
прямая АВ перпендикулярна к двум прямым МК и МЕ, лежащим в пло- 


скости Р; и проходящим Через основание М прямой АВ относительнс 
плоскости Р;. 


Записываем: Дано: АМ | МК, АМ | МЕ. 
Треб. док.: АМ ГР, илн АМ | ММ, 


Продолжаем отрезок АМ (рис. 29) за точку М по другую сторону 
плоскости Р; и откладываем от точки М отрезок МА, = МА и проводим 
в плоскости Р; через точку М прямую ММ. Чтобы доказать, что 
АМ | ММ, нужно убедиться в том, что / АММ== 90°, а для этого нужно 
обнаружить равенство смежных углов АММ и А, ММ. Известно, что “ва 
угла равны, если они являются или углами при основании равнобедрен- 
ного треугольника, или углами, образуемыми проведением биссектрисы 
угла, или соответственными углами двух равных треугольников. Берем на 
прямой МА произвольную точку № не совпадающую с М, и соединяем. 
ее с точками А и А, ; получаем два треугольника: Л ММА и АММА, ; 
если доказать, что /Л ММА = ММА,, то равенство треугольников 
позволит сделать заключение о равенстве углов ММА и ММА, . В тре- 
угольниках ММА и ММА, сторона ММ Ы— общая и АМ—= АМ по по- 
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«<троению. Для решения вопроса о равенстве треугольников требуется 
еще или равенство углов между дзумя соответственно равными сторо- 
вами (СУС), но это требуется доказать, илн раве ство третьчх сторон 
МА и МА, треугольников (ССС; итак, необходимо предварительно до- 
жазать равенство сторон МА и МА.,. 

Известно, что отрезки равны, если они являются или боковыми сто- 
ронами равнобедренного треугольнака, или соответственными сторонами 
двух равных треугольников. Чтобы получить треугольники, в которые 
входят отрезки МА и МА), проводим через точку № прямую КЁ, пере- 
секающую прямые МК и /МЁ в точках Ки [Ё; соединив затем точки К 
и [ с точками А и А,, получаем треугольники АМК и А, МК, сторонами 
которых являются отрезки АМ и А.М. Для доказательства равенства этих 
треугольников, у которых общая сторона А/К, необходимо убедиться 
сперва в том, равны ли два угла, 
прилежащие к общей стороне, или 
стороны АКи А.К и углы АКМ и 
АКМ, образуемые двумя равными 
сторонами. То же относится ик 
треугольникам АМ. и А. МЕ. Итак, 
необходимо доказать, что АК== 
—=АКи Д/Д АКМ= И АКМ или 
АГА и /АНУ= Д А.ЕЁМ. 

Затем рассматриваем  прямо- 
угольные треугольники АМК и 
АМК; в них АМ—=А, М по по- 
строению, а МК — их оЭщая сто- 
р^на, следовательно, треугольники 
равны (СУС) и АК=А,К; на том 
же ссновании (СУС) равны тре- 
угольники АЛЬ и АМЁ и 
АЕ — А.Е. 

Необходимо еще доказать, что / АКМ= / А.КМ или / АЕМ= 
= А.Е М. Но это — углы треугольников АЁК и А.ЁК, которые равны 
чо трем соответственно равным сторонам (ССС), а потому эти углы равны. 

Итак Л АМК=ДА АМК (СУС), откуда следует, что АМ = А.М, 
а потому Л АММ= Л А. ММ (ССС) и / АММ= / А. ММ==90°, что 
и требовалось доказать. 


Можно рассуждать и так: если АМ = А,№,, то А АМА, — равнобедренный. но 
№ММ — медиана, а потому ММ и высота, т. е. ММ | АА,,. 

Приведенный подробный разбор теоремы, как и всякий такой разбор, 
позволяет наметить последовательный ход доказательства теоремы; при 
этом исходным моментом служит то, что требуегся доказать. Чтобы 
„лучше оттенить последовательность выполнения построения, а также и 
‹амого доказательства, можно рекомендовать вычерчивать равиые элементы 
мелками одного и того же цвета. Так, отрезки АМ и А, № можно про- 
зести, положим, красным мелком, отрезки АА и А.К — желтым мелком 
м мелками того же цвета отметить углы ААМ и А. КМ. 

Нужно указать, что цветные мелки можно изготовить и самим, для этого 
опускают мел в анитиновую краску соответствующего цвета, мел быстро 


окрашивается; до опускания мелков в краску следует предварительно придать 
мелкая форму толстого карандаша. 
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2. После разбора теоремы о двух перлендикулярах можно показать 
учащимся, ках мысленно построить к даннсй плоскости перпендикуляр, 
проходящий через точку, лежащую на плоскости или расположенную 
вне ее. № 

1) Пусть дана плоскость © и на нзй точка М, (рис. 80) и 
требуется провести через точку Л перпездикуляр к плоскости ©. 
Сперва строят построением, данным на рисунке 28 (стр. 25), к про- 
+3 ольной прямой АВ перпендикузярную плоскость Р., а затем накла- 
дывают плоскость Р., на плоскость ©, так, чтобы плоскости совпали и 
точка /М совпала с точкой Л; тогда прямая МА — искомый перпен- 
дикуляр к данной плоскости (). 

2) Если данная точка /М, лежит вне данной плоскости (©, то, со- 
вместив плоскость Р; с плоскостью @,, перемещзют плоскость Р, по 
плоскости ©, до тех пор, пока прямая АВ не пройдег черзз точку М,; 
тогда АВ — искомый перпендикуляр. 

Такое построение следует сопо.тавить с проведением через данную 
точку перпендикуляра к данной прямой с помощью чертежного треуголь- 
ника в планимзтрии. 


Рис. 30. Рис. 31. 


В дальнейшем, после рассмотрения раздела о параллельных прямых 

в пространстве, указывается другой способ построения прямой, перпенди- 
кулярной к плоскости, через точку, лежащую вне плоскости 

После того, как доказана теорема, что через данную на плоскости 

или вне ее точку можно провести к плоскости только один перпенд ку- 

ляр, следует рассмотреть следствие из теоремы: все нерпендикуляры 

к данной прямой, проходящие через данную на ней точку, лежат 
в одной плоскости, перпендикулярной к данной прямой. 
Дано МС | МА; МР [| МА. МЕ [МА ..... 


Треб. док.: МС, Ме,, МЕ ... лежат в плоскости, 
перпендикулярной к прямой АВ. 


Доказательство (от противнего). Проводим через перпенди- 
куляры МС и МР к прямой АВ плоскость Р (рис. 31); плоскость Р | АВ 
на основании теоремы о двух перпендикулярах. Следует доказать, что 
и перпендикуляр МЕ к прямой АВ лежит в плоскости Р. Допустим, 
что перпендикуляр не лежит в плоскости Р; проводим тогда через пря- 
мые АВ и МЕ плоскость (©, которая пусть пересечет плоскость Р по 
некоторой прямой МЕ}, перпендикулярной к прямой АМ. Итак, мы 
имеем в плоскости @ два перпендикуляра МЕ и МЕ, к прямой АВ, 
проходящие через точку М прямой АВ; но это невозможно; следова- 
тельно, допущение, что пертендикуляр /МЕ не лежит в плоскости Р, 
неверно; перпендикуляр МЕ лежит в плоскости Р. 
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Весьма важно указать учащимся, что если отложить на перпендику- 
ляре к плоскости, считая от его основания, по обе стороны от плоскости 
равные отрезки, то любая точка плоскости отстоит от концов отрезка, 
перпендикулярного к плоскости, на равные расстояния. Отсюда следует: 

Геометрическое место точек в пространстве, равноудаленных от 
двух данных точек, есть плоскость, перпендикулярная к отрезку, 
концами которого служат данные две точки, и проходящая через его- 
середину. 

Действительно, если точка М — середина отрезка АВ, где Аи В—- 
данные точки, и Р— плоскость, которая перлендикулярна к отрезку АВ 
и проходит через его середину, через точку ЛМ, то любая точка К 
плоскости Р (рис. 32) отстоит от концов Аи В отрезка на равные 
расстояния, так как Л АМК == Л ВМК (СУС). Любая же точка Ку, не 
лежащая в плоскости Р, не отстоит на равные расстояния от концов 
А и В отрезка АВ. В самом деле, если провести через отрезок АВ и 
точку К, плоскость @), которая пересечет плоскость Р по прямой ММ, 
то, как известно, К, А =^ К.В. 


Рис. 32. Рис, 33. 


Точки А и В расположены симметрично относительно плоскости Р, 
и плоскость Р является плоскостью симметрии точек Аи В. 

3. Для показа учащимся, как вычерчивается изображение плоскости 
перпендикулярной к данной прямой и проходящей через данную точку 
следует рассмотреть следующую зэдачу. 

Задача. Дана прямая ММ и вне ее точка А. Провести через точку А 
плоскость, перпендикулярную к данной прямой ЛИМ. 


Проводим через данную точку А и данную прямую ММ плоскость Р 
и через прямую ММА другую произвольную плоскость @ (рис. 33). Из 
точки А проводим затем в плоскости Р перпендикуляр АВк прямой ММ . 
и в плоскости © через точку В прямую ВС, перпендикулярную к пря- 
мой МА. Так построенные две пересекающиеся прямые АВ и ВС одно- 
значно определяют положение третьей плоскости 5, которая перпенди- 
кулярна к прямой ММ, так как ММ | ВА и ММ [ ВС, а потому, 
на основании теоремы о двух перпендикулярах, прямая ММ | $ или 
плоскость $ | ММ. 

В том случае, когда точка А, через которую надо провести плоскость, 
перпендикулярную к данной прямой ММ, лежит на этой же прямой, про- 
водят через прямую ММ две произвольные плоскости Ри О ив каждой 
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из них проводят через данную на прямой ММУ точку А по перпенли- 
куляру к ММ; эти перпендикуляры определяют положение искомой 
плоскости. 


$ 11. Прямые, перпендикулярные и наклонные к плоскости. 


1. В связи с проработкой раздела о перпендикулярах и наклонных 
учащимся должно быть дано четкое понятие о перпендикуляре и наклон- 
нсй, а также о проекции точки и прямой на плоскость. 

Указывается, что 1) проекция точки А на плоскость Р есть осно- 
вание В перпендикуляра АВ, проведенного из точки А к плоскости Р; 
2) проекция отрезка АВ на плоскость Р есть отрезок А.В., концами 
к торого служат проекции А, и В, концов А и В данного отрезка 
АВ на плоскость Р. В том случае, когда отрезок АВ перпендикулярен 
к плоскости Р, проекция его концов Аи В— точки А; и В, — сли- 
ваются, и проекция такого отрезка -—точка В.. 

Рассматривается теорема: если из одной и той же точки вне дан- 
ной плоскости проведены к Данной плоскости перпендикуляр и 
наклонные, то 1) перпендикуляр короче 
каждой из наклонных и 2) из двух наклон- 
ных та больще, проекция которой больше. 

Необходимо рассмотреть и обратные тео- 
ремы. 

Нелишне указать учащимся на двоякое 
значение, которое придают понятиям „пер- 
пендикуляр" и „наклонная“, если они 
проведены из внешней точки к данной пло- 
скости, 

Так, перпендикуляр и наклонная рассматри- 
ваются или как прямые, безгранично прости- Рис. 34. 
рающиеся в обе стороны, или как отрезки, 
концами которых служат данная вне плоскости точка и соответственно 
осиование перпендикуляра или наклонной на плоскости. 

Ясно, что в приведенных выше теоремах перпендикуляр и наклонные 
рассматриваются как отрезки. 

Учащимся также указывается, что за расстояние точки от плоскости 
принимают кратчайшее расстояние точки от плоскости, а именно — 
длину перпендикуляра, проведенного из данной точки на Данную пло- 
скость, Из этого следует, что кратчайшее расстояние точки от данной 
плоскости равно длине отрезка, концами которого служат данная 
точка и ее проекция на данную плоскость, 

2. Особое внимание должно быть уделено теореме о трех перпенди- 
кулярах и теореме, ей обратной. Теорема эта имеет существенно важное 
значечие для чтения чертежа и выполнения построений. При разборе 
теоремы следует использовать геометрический ящик. Применение теоремы 
следует показать на решении какой-либо задачи или па рассмотрении 
взаимного расположения отдельных прямых в каком-либо теле. 

Пусть дан куб А.В. СО. А,В.С,О, с ребром а (рис. 34), и пусть 
вершина А, куба соединена с его вершинами В}, С; и Р;. 

Если выделить из данного куба тело, ограниченное основанием дан- 
ного куба — квалратом 4,В.С,0., — и треугольниками 4А,4.8., А.В. С!, 
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А.С Би А,):4;, то получится четырехугольная пирамида; пирамиду 
эту ‘следует вычертить отдельно (рис. 35). Слелует провести с учащимися 
разбор тела, полученного из куба указанным выше построением. Так, 
одна его грань — четырехугольник, а другие четыре его грани — тре- 
угольники, основаниями которых служат стороны четырехугольника; 
вершины треугольников сходятся в одной точке — точке А,, треуголь- 
никн имеют общие стороны, которые являются боковыми ребрами тела. 
Такой разбор позволит учащимся выяснить характерные признаки четы- 
рехугольной пирамиды и дать самостоятельно ее определение. 

Полученную пирамиду межно использовать для показа, как вычислить 
длину ребер А.В., А.С) и А,О. этой пирамиды. 

Вычисление: 1) стороны основания А. В,С.О. пирамиды — ребра 
куба, и каждая из них равна а; 2) ребро А ‚А, "пирамиды — ребро куба 
и равно а; 3) ребра А.В. иА, 2, пирамиды —— диагонали боковых граней 
куба и кажлое из них равно ви2: 4) ребро А,С, пирамиды — отрезок, 
концы которого — вершины куба, не лежащие на одной грани; длина 
отрезка А.С, находится из треугольника 4,А.С., в котором катет 
А.А, =а, а катет А.С, =а И2, и следовательно АС, =’ 2а?-- а == 


А, —Иза—вИЗ. 
` Необходимо затем рассмотреть, какие по 
р форме треугольники представляют собою боко- 


вые грани пирамилы. 
1) ЛА. А.В, и ЛА,4А.О, — равные прямо- 


С, угольные и притом равнобедренные греуголь- 
А ники (ССС». 
' 8, 2) ЛА.В.С, и ЛА,О,С, — равные тре- 
Рис. 35. угольники (ССС). 


Чтобы доказать, что Л А.В. С, — прямоуголь- 
ный, надлежит продолжить разбор взаимного положения ребер пирамиды. 
Понятно, что ребро А,А, перпендикулярно к плоскости основания пира- 
миды, ребро А.В, — наклонная, ребро А.В. — проекция наклонной А,В, 
и ребро В ‚СТА, 8В,, а отсюда следует на основании теоремы о трех 
перпендикулярах, что ребро В.С, | В.А,, и, следовательно, Л А.В; С, — 
прямоугольный. 

Аналогичными рассуждениями учащиеся должны убедиться, что и тре- 
угольник А,О,С, — прямоугольный; на самом деле, 2;.С, | О.А, а по- 
тому О.С: ТР. А, Что треугольник 4,0.С., — прямоугольный, учащиеся 
могли бы Заключить, приняв во внимание. что он равен прямоугольному 
треугольнику А.В, С, (ССФ). 

Пирамила ААВ. СО, полученная определенным построением из 
куба, позволяет решить задачу на вычисление диагонали А.С, куба. 
Для этой цели используется треугольник А,В.С, или треугольник А.О), С;, 
одной из сторон которых служит Диагональ А, С, куба. На самом дете, 


А.В: —=аи2 и В.С, ==а, следовательно, искомая диагональ куба А Ср = 
Ува -ауиз 

Диагональ А.С, куба, ках уже было показано, можно найти и из 
прямоугольного треугольника 4.А.С\, если провести диагональ основа- 


ния пирамиды А.С, =а 2. Последнее построение можно использовать 
для доказательства, что Л 4,4, С, = Л 4А,В,С, = ДА,ДБ.С:. 
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Можно предложить учащимся убедиться и путем вычисления, что 
треугольник А,2.С; — прямоугольный: сравнивая квадрат диагонали А,С, 
куба — большей стороны треугольника А.О; С, — с суммой квадратов двух. 
других его сторон, А.О), и 0,С,. Так поступают, как известно, в тех 
случаях, когда желают узнать, будет ли данный своими сторонами тре- 
угольник остроугольный, прямоугольный или тупоугольный. 

Полезно сопоставить величины; аи? (диагональ квадрата с0 сто- 


роною а} и ауЗ (диагональ куба с ребром а} и отметить, что квал- 
рат — фигура двух измерений, куб — фигура трех измерений. 

3, Необходимо указать, что в целях большей конкрэтизации рас- 
сматриваемых геометрических фактов и показа их существования в окру- 
жающей нас действительности полезно использовать уже в начале курса 
стереометрии знакомые учащимся тела, хотя всестороннее и подробное 
их изучение, образование и определение, их свойства и признаки будут 
изучаться учащимися лишь в дальнейшем, после того как они ознако-- 
мятся со всевозможными положениями грямых и плоскостей в простран- 
стве, На первых порах следует ограничиться кубом, прямой призмой и 
простейшими телами, получаемыми проведением сечений в кубе. Пон»утно,. 
что, пользуясь кубом, необходимо показать учащимся и его построение. 
Для этой цели преподаватель вычерчивает на доске куб и нал готовом 
рисунке показывает, какие линии куба сохраняют на рисунке свою дей- 
ствительную величину, взятую в определенном масштабе, какие линии 
сокращаются вдвое, и отмечает, что прямые углы изображаются либо 
в натуре, либо острыми углами в 45°, либо тупыми углами в 1355. 


$ 12. Угол прямой с плоскостью. 


1. Прежде чем перейти к третьей основной теореме стереометрии,,. 
к теореме о наименьшем угле, образованном плоскостью с пересекающей 
ее прямой, следует предварительно рассмотреть с учащимися вопрос 
о перпендикуляре и наклонной, проходящих через олну и ту же тсчку 
плоскости. 


д 


Рис. 6. Рис. 37. 


Во первых, следует указать учащимся, что перпендикуляр к плоскости 
образует с любой прямой, проходящей на плоскости через его основа- 
ние, два равных смежных угла, т. е. лва прямых угла (рис. 86), и, во- 
вторых, что наклонная образует с любой прямой, проходящей на плоско- 
сти через ее основание, лва неравных смежных угла, один острый, 
другой тупой, за исключением того случая, когда прямая на плоскости 
перпеидикулярна к проекции наклонной (рис. 37). 


ЗЕ 


Следует заострить внимание учащихся на различии величины углов, 
образуемых наклонной с различными прямыми на плоскости, проходя- 
чцими через основание наклонной. Если наклонная образует с какой-либо 
прямой на плоскости два неравных угла, один острый угол, другой — 
тупой, то острый угол меныме тупого. Это поиятно и не вызывает ни- 
жаких сомнений. Другое дело, если приходится‘ сравнивать два острых 
угла, образуемых наклонной с двумя различными прямыми, проходящими 
ча плоскости через основание наклонной; возникает вопрос, какой же 
из двух или нескольких острых углов меньше остальных, при каком 
‘условии острый угол наименьший. Нужно отметить, что сугубо важно 
четко провести с учащимися исследование этого вопроса, приводящего 
* теореме: наименьший острый угол, образуемый наклонной к пло- 
скости и прямой, проходящей на плоскости через основание наклон- 
ной, есть угол, образуемый наклонной с ее проекцией на плоскости. 

Пусть дана плоскость Р и наклонная АВ. Через основание В наклон- 
ной АВ следует провести на плоскости ряд прямых и указать, что среди 
прямых, которые можно провести через основание наклонной АВ, на- 
ходится и прямая, являющаяся проекцией наклонной АВ на плоскость Р; 
затем следует рассмотреть углы, образуемые наклонной с прямыми, про- 
жодящими на плоскости через ее основание, обозначив их различными 
значками — дугами, чтобы отличить 
их друг от друга; понятно, что по- 
лученные Таким построением острые 
углы различны по свсей величине. 


Г. 


Рис. 39. 


Ставится вопрос, какой же угол из всех углов, образуемых наклон- 
ной и прямхми, проходящими через ее основание, наименьший. Чтобы 
ответить на поставленный вопрос, строится угол, образуемый наклонной 
и ее проекцией на плоскость Р, с которым и сравнивают другие углы. 

Пусть прямая АС |_Р (рис. 88), тогла ВС — проекция наклонной 
АВ и / АВС—=а-— угол, образуемый наклонной и ее проекцией на 
плоскость. Затем следует провести на плоскости Р произвольную пря- 
мую ВО через основание В наклонной АВ и сравнить величину острого 
угла В, образуемого наклонной АВ с прямой ВО на плоскости Р, 
< углом @. Указывается, что случай, когда прямая, проведенная ч»оез 
«основание В наклонной, перпендикулярна к проекции ВС, исключается, 
так как в этом случае она образует с наклоиной не острый, а прямой 
угол, что вытекает из теоремы о трех перпендикулярах. Из точки С 
проводится затем на прямую ВД перпендикуляр СО, и точка О соелди- 
няется с точкой А, тогда ВО | АД и, следовательно, треугольник АДВ — 
прямоугольный, его / АДВ ==907; отмечается при этом, что АС< АР. 

После этого следует совместить плоскость прямоугольного треуголь- 
ника АДВ с плоскостью треугольника АСВ поворотом вокруг общей 
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их гипотенузы АВ (рис. 39). Приняв наклонную АВ за диаметр, строят 
окружность; вершины С и Д прямых углов треугольников АСВ и АБВ 
лежат на окружности, при этом хорла АС<х АД, так как АС — перпен- 
дикуляр, а АР — наклонная, а потому и — АС — АР, откуда следует, 
что Да< ДВ, так как из двух углов, вписанных в одну и ту же 
окружность, тот меньше, дуга которого, заключенная 'между двумя его 
сторонами, меньше. Итак, из всех острых углов, образуемых наклонной 
с прямыми, проходящими на плоскости через ее основание, угол, обра- 
зуемый наклонной и ее проекцией на ту же плоскость, — наименьший. 
Этот наименьший угол принимается за угол прямой с плоскостью. 

2. Весьма полезно рассмотреть с учащимися также и вопрос о вели- 
чине углов, образуемых различной длины наклонными, проведенными из 
одной точки вне плоскости к последней, чтобы подчеркнуть, что из двух 
наклонных, проведенных из одной и той же точки к плоскости, та 
наклонная образует с плоскостью меньший угол, которая больше. Это 
п ‘ложение можно сформулировать и так: из двух разных по 
длине наклонных, проведенных из внешней точки 
к данной плоскости, та наклонная образует с плоско- 
стью меньший угол, проекция которой больше. 
Для доказательства данного предложения достаточно расположить обе 
наклонные в одной плоскости и сравнить между собою углы, образуемые 
ими с плоскостью; эти углы являются углами треугольника, составлеи- 
вого наклонными и их проекциями, при этом один из рассматривае- 
мых углов — внешний, другой — внутренний; последний же, как известно, 
меньше внешнего. 

3, Иное доказательство рассмотренного выше предложения об угле 
арямой с плоскостью основано на применении тригонометрии; соответ- 
ствующее доказательство приведено в стабильном учеблике. 

Следует иметь в виду, что весьма целесообразно при решении от- 
лельных вопросов стереометрии использовать известные учащимся из 
тригонометрии зависимости между элементами треугольников; этим зна- 
чительно облегчается решение задач, в которых требуется найти величину 
угла, образуемого отдельными линейными элементами тела; это и необ- 
ходимо, так как без тригонометрии нельзя вычислить величину углов, 
если искомый угол не является углом в 30°, 45°, 60°, 1209, 135% ит. д. 

4. Особое внимание должно быть уделено при разборе трех основ- 
ных теорем — теоремы о двух перпендикулярах, о трех перпендикулярах 
И о наименьшем угле между прямой и плоскостью,— решению примеров 
и задач как на вычисление, так и на построение, в которых эти теоремы 
находят свое приложенче. 

5. Тщательно исполненные рисунки — изображения заланных в условиях 
Задаз фигур — и параллельно с этим построение самих фигур на гео- 
метрическом ящике как нельзя лучше содействуют развитию простран- 
<твенных прелставлений учащихся. Кроме того, должны быть использо- 
ваны в полной мере разных цветов палочки при построении фигур и раз- 
ноцветные мелки или карандаши при изображении фигур на доске или на 
бумаге. Необходимо всегда внимательно проверять работы учащихся с пер- 
вых же шагов прохождения курса стереомегрии, отмечать все недочеты, вы- 
являющиеся в части выполнения или оформления задания; всякий недо- 
смотр на этой ступени плохо отзывается на дальнейшей работе. Небрежное, 
неаккуратное отношение к делу должно быть искоренено в самом начале. 


3 Геометрия, ч, И. 33 


Наглядным пособием могут служить также и стереограммы, рассматри- 
ваемые в стереоскоп, и анаглифы рисунки. 

Если на такую работу и приходится затрачивать в начале курса 
болыше времени, то в дальнейшем работа пойдет во много раз скорее, 
ибо у учащихся уже будут прочные навыкн. 


Задачи и вопросы. 


1. На сколько областей делится пространство одной плоскостью? двумя пере- 
секающимися плоскость ми? 

2. Найти геометричес: ое место точек, равно удалеиных от трех данных точек 
в пространстве, не лежащих на олной пря\.ой. 

3. На плоскости Р две прямые АВ и СР пересекают я в некоторой точке М; 
на этих прямых взяты огрезки МА = МВ и МС— МО. Точка М, взятая вне 
плоскости, соединена с точками А и В, С и О данных прям х. Доказать, что 
М№М | Р, если известно, что МА = МВ и МС==МО. 

4. Провести на данной плоскости прямую, отстоящую от двух данных точек 
вне данной плоскости на одно и то же расстояние. 


5. Вне плоск сти правильного треугольника АВС дана точка М, причем МА = 
— МВ = МС==а и точка М отстоит от плоскости треугольника АВС на расстоя- 
ние Я, Вычислить сторону треугольника. . 

6. Ги отенуза поямоугольнуго треугольника с = 12 м. На каксм расстоянии 
от плоскости находится точка 1, удаленная от всех вершин треугольн.ка на 
одно и то же расстояние т = 10 м? 

7. Стороны треугольника АВС соответственно равны а == 5, 6—6 и с = 9си. 
На каком расстоянии от “лоскости треугольника следует взять точку, чтобы она 
отстояла от всех трех вершин треугольника на расстояние #1 = 5 см? 

8- К плоскости прямоугольника АВСР через его вершину ОР проведен пер- 
пендикуляр ОК, конец кото х го К отстоит от остальных вершин прамо, гольника 
на расстояния а=60, р —=7,0 и с —=9,) см. Найти длину ОК. 

9. Катеты прямоугольного треугольника АВС равны АС = $ = 16 см и ВС = 
— а=9 см. К плоскости треугольника в середине его гипотенузы проведен пер- 
пендикуляр Я = б ем. Найти расстояния концов псртендикуляра от категов. 

10. Через гипотенузу данпого прямоугольного треугольника провести пло- 
скость на расстоянии а==3 см от вершины прямого угла. Вычислить площадь. 
Треугольника, если известно, что каждый катет болыце своей проекции вдвое. 

1!. (Устно.) На плоскости Р дана точка А. Наклонная АВ—2а образует 
< плоскостью Р угол а; проекция АВ, наклонной равна а. Найти угол а. 

12. Из точки А вне плоскости Р проведены 

А две равные наклонные АВ и АС. Отрезок ВС, 

соединяющий на плоскости Р концы В и С на- 

клонных, рэвен а==10 см. Угол, образуемый 

наклонной АВ и ВС, равен а = 60°; угол, обра- 

зуемый ВС с проекцией наклонной АС, равен 

—30?. Найти расстояние от точки А до пло- 
скости. 

13. Даны наклонная АВ и ее проекция ВС; 
через основание В наклонной проведена иа пло- 
скости прямая ВР и СО | ВР (рис. 40). Дока- 
зать, что с05а.с0$8 = с0$ 7. Пояснить, как исполь- 
зовать эту зависимость, чтобы показать, что из 
всех острых углов, образуемых иаклонной с 
плоскостью, наименьший тот, который образован 
прямой и ее проекцией. 

14. Найти угол 1 (вопрос 13}, если известио: 1) что «==8—45? и 2) что 
а = 8 = 90°. Как объяснить последний случай? 

15. Стороны треугольника АВС равны а == 13 см, В == 14 см и с= 15см (геро- 
нов треугольник). К плоскости этого треугольника через центр О описанной 
окружности проведен перлендикуляр ОК — т == 13 см. Найти угол наклона пря- 
мых КА, КВ и КС к плоскости треугольника. 
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Рис. 40. 


Указания к задачам и вопросам. 


1. Одной плоскостью простраиство делится на две области, двумя пересе- 
кающимися плоскостями — на четыре области. 

2. Три данные точки А, В и С следует принять за вершины некоторого тре- 
угольника (рис. 41). 

Точка, равно удаленная от вершины треугольника и, следовательно, от дан- 
ных точек, есть центр О окружности, проходящей через вершины А, Ви С 
треугольника, при этом ОД == ОВ -= ОС — 
радиус этой окружности, а потому перпен- 
дикуляр, проведенный к плоскости треуголь- 
ника через точку О, является искомым 
геометрическим местом. В самом деле, если 
соединить произвольную точку К; этого 
перпендикуляра с точками А, В и С, то 
получившиеся наклонные равны, А.А = 
—=А.В-=К.С, так как равны их проекции, 
которые являются радиусам! окружности, 
проходящей через данные точки -, В и С. 

Учиты‘ ая, что на данной ступени про- 
странствениое представление учащихся еще 
недостаточно развито, целесообразно сделать 
соответствующее построение на геометри- 
ческом ящике, пользуясь палочками одного 
цвета—для построения наклонных, выходя- 
щих из олной какой-либо произвольной Рис. 41. 
точки перпендикуляра, палочками другого . 
цвета для построения наклонных, выходящих из другой точки перпендикуляра, 
и т. д. Давая рисунок на доске или бумаге, не плохо пользоваться цветными 
мелками или цветными кар ндашами. На рисунке 41 наклонные, проведенные из 
разных точек, лолжны б ть даны разными пунктирами. 

3. Проводим на плоскости Р две пересекающиеся в точке М прямые АВ и 
СР (рис. 42) и откладываем на них от точки М отрезок МА —= МЗ и отрезок 
МС = МО; из точки № проводим наклонные МА МВ, пользуясь, положим, 
красным мелком, и наклонные МС = МР — желтым мелком, а затем соединяем 
точку М с точкой М зеленым мелком; искомый отрезок ММ отмечаем более 
.жирн Й чертой. Остается доказать, что ММ | Р. 

Три точки 2, М и С однозначно определяют плоскость ЛОМС; этот тре- 
угольник — равнобедренный, №/ — его медиана, так как МО = МС, а следова- 
тельно, и его высота, т. е. ММ | БС. 

Так же находим, что ММ | АВ, а потому, 
на основании теоремы о двух перпендикулярах, 
ММ Р. 

4. Строим плоскость Р и отмечаем вне ее 
две произвольные точки Аи В (рис. 43). Изве- 
стно, что геометрическое место точек, равно уда-. 
ленных от двух точек Аи В, есть плоскость ©, 
которая перпендикулярна к отрезку АВ и прохо- 
дит через его середину М. Если построим эту 
плоскость ©, то она пересечет плоскость Р по 

Рис. 42. некоторой прямой КЁ, которая и будет искомой, 
так как все ее точки, находясь иа плоскости Р, 
одинаково удалены от точек А и В. 

На рис. 43 данные точки А и В расположены по одну сторону от плоскости Р. 
Аналогичное рещение имеет место, если точки А и В расположить по раз- 
ные стороны от плоскости Р; следует предложить учащимся дать рисунок для 
этого случая. 

Следует рассмотреть и тот случай, когда данные точки А и В лежат 
на одном перпендикуляре к плоскости Р, понятно, что при заданном условии 
задача пе имеет решений. 

Наконец, должно остановиться на случае, когда данная плоскость Р проходит 
через середину М отрезка АВ, и, следовательно, точка М лежит на плоскости Р. 
Если при этом отрезок АВ не перпендикулярен к плоскости Р, то искомая пря- 
мая лежит в плоскости Р и является линией пересечения плоскостей Ри 0; 
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если же отрезок АВ | Р, то любая прямая на плоскости Р, проходящая через 
точку М — середину отрезка АВ, удовлетворяет условию задачи; так как пло- 
скости Р и О совпадают. 

5. На плоскостн Р вычерчивается правильный треугольник АВС (рис. 44) по 
правилам кабинетной проекции, пра этом треугольник располагается на плоскости 
так, чтобы высота его АД, она же и медиана, была параллельна плоскости чертежа. 
Согласно условию задачи, внешняя точка М одинаково удалена от вершии А, 
Ви С, а потому она должна лежать на перпендикуляре к плоскости Р, про- 
ходящем черзз центр О описанной около треугольника АВС окружности (см. 
задачу 2). Этот центр О лежит, как известно, на расстоянии РО от стороны ВС,. 
равном 5 высоты АР треугольчика АВС. Найдя положение центра О, проводят 
ОМ | Р и откладывают ОМ =й, и тогда МА = МВ - МС как наклонные, имею- 
щне равные проекции, так как ОА = ОВ = ОС == Ю. Затем находят сторону тре- 
угольника АВС. Обозначив сторону треугольника АВС через х, вычисляют 
сперва радиус описанной окружности; ос—2.. УЗ 23 


м 2 | 
описанной окружности равен 3 высоты правильного треугольника, кроме того, 


‚ Так как радиус 


-5\8 
#8) = а? — Иа, илн 


находим из прямоугольного треугольника МОС, что ( 


22 —3 (48 — 12), откуда х=уУ (а л)(а—1]}- 


[м 
А 0 м 
ы;] и й 
$= 45° и д 6 
= 7 
ИР в 
Рис. 43. Рис. 44. 


Следует обратить внимание учащихся на положение высоты АР т еуголь- 
ника АВС на рисунке. Выполненное выше построение позволяет получить в не- 
искаженном виде высоту й, = АД основания; радиус Ю = ОА описанной окруж- 
ности и радиус г= ОР вписанной окружности, причем А == 2 и Ю и=: = 
ауз 

2 


; угол, образуемый наклонною МА с плоскостью треугольника АВС, и, 


наконец, высоту й = МО пирамиды МАВС. 

Подробный разбор данного рисунка весьма полезен для уточнения после- 
дующих построений, особенно, если иметь в виду построение пирамиды и ее 
изображения . 

Разобранная задача решена в общем виде. Необходимо отметить, что следует 
приучать учащихся решать любую задачу в обшем виде и, решив ее, подставлять 
затем в полученную формулу заданные числовые значения отдельных величин. 
Указываем, что при решении задачи в общем виде сохраняется размерность 
алгебраических выражений, имеется возможность быстрой проверки получаемых 
щаг за шагом результатов отдельных операций, ибо все получаемые равенства 
должны быть однородны, т. е. быть одного измерения. 

6. Приступая к решению задачи, следует прежде всего начертить плоскость 
Р — прямоугольник, изображаемый в виде параллелограма с острым углом $ == 45°, 
а затем построить на плоскости Р прямоугольный треугольник АВС, как показа- 
но на рисунк 46а, где катеты СА и СВ парзллельны сторонам построениого прямо- 
угольника. Ясно, что ДС - 90°, ибо он равен соответствующему углу прямо- 
угольника, т.е. прямому углу. Целесообразно и ийаче расположить и! плоскости Р 
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изображение прямоугольного треугольника, примерно, как Показано на рисунке 456, 
и сравнить дальнейшее построение с первым, чтобы убедиться в том, что пер- 
вое изображение заданного геометриче- 
ского образа п> сравнению с другими 
выделяется на чертеже более рельефно. 
Ход рассуждений аналогичен рас- 
суждениям предыдушей задачи. Точка М, 
отстояшая от вершин А, Ви С тре-. 
угольника АВС на одинаъовое расстоя- 
ние, должна лежать на перпендикуляре 
к плоскости треугольника, проходящем 
через центр описанной окружности; 
цен р окружности, описанной около 
прямоугольного треугольника, лежит на 
середине гипотзнузы,  следогательно, 
точка М лежит на перпендикуляре ОМ 
к плоскости Р (на чертеже ОМ! ВС}; 
согласно построению и условию, МА = 
— МВ = МС = т; треугольник АМВ — 
равнобедренный. Из треугольника АОМ, 


с 
в котор м МА=ти ОА —5 , Находим 


Рис. 456. 
катет ОМ =: 

р ОИ НИ 

д = У = — т == Ул — = В Убт+о то. 


Подставляя вместо тис заданные их числовые значения, получаем: 


т О Е 
х=5 У (90 + 12) 20 — 12) = „ У32.8 = 5 


Если клгсс плохо разбирается в построзниях, следует предварительно все 
построения выполнить на геометрическом ящике, и только после всестороннего 
анализа построен!.ого образа перейти к построснию его изображения на доске и 
в тетради и, наконеи, к решению задачи. 

7; Ошибка, которую обычно допускают учащиеся при решении этой задачи, 
<остоит в том, что они, не проанализировав условий задачи, выполняют построе- 
ние, проводя перпендикуляр к плоскости треугольника в точке, лежащей внутри 


.8.2=8 (м). 


Рис. 46. 


контура треугольника, в то время как, соглесно условиям задачу, перпендикуляр 
проходит через точ+у О, лежащую вне контура треугольника, так как заданный 
треугольник тупоугольный. Надо поэтому приучить учашнхся предварительно 
определять, каков вид рассматриваемого треугольника. Действительно, в данном 
случае с?_> а -- 4, 81 >25 + 36, а потому данный треугольни‹ АВС - тупо- 
угольный, и точка М, одинаково удаленная от его вершин, лежит на перпенди- 
куляре к плоскости треугольника, проходящем через пентр описанной около тре- 
угольника окружности; этот центр лежит вне контуга треугольиика. Следует 
предварительно построить треугольник с данными сторонами, найти центр описан- 


ной окружности, а затем уже стронть изображение заданной фигуры в кабинет- 
ной проекцин. 
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Обозначив искомое расстояние МО (рис. 46) через х, находим из прямо- 
угольного треу ольника МОА, в котором катет АО = А — радиусу описанной 


окружности, а гипотенуза МА-= т, что х= Ут — 2; но 
абс абс 
® = = 


4$ ЗУрр а -9-о, 


У"-— 22. о (п (т) т--й -°). 

*—У " ^ 165 ( Е ) ("3 

Для получения числового значения х ичзем: #5, а=5, 6=6б и с-=9. 
Сперва находим А, а затем х. 


р— 4 5:69 _ 5:69 _ 27 _ 27] 2 
— 4$ 4Е.-1.4.5 4.52уУ2 4у2 8 › - 


.=И (5 +77 уз) (5—2?) = И (9 +2тУ 2) (40 —2ту 5) = 


= 71600 — 148 = 5 УМ = 5. 


а потому 


Итак, 
МО =: 1,5 см. 


8. Цель данной затачи — научить учашихся правильно отмечать, согласно 
услови о задачи, длииу отдельных лун. йных элементоз рассматриваемой фигуры; 
так, в данной залаче у ащиеся должны въ яснить, которая из получаемых наклон- 
ных, КА, КВ или КС, длиннее, а также — которая из них короче других, если 
известно, что ах 6х с. 


Рис. 47. Рис. 4.. 


‘ 


Построив прямоугольник АВСО и в точке ОР перпеидикуляр ОК к плоскости 
А'СО (рис. 47), учащиеся должны отметить КА=а, КС=ё н АКВ=е, ибо 
РАЗ ОС<ПВ. 

Для иахожд`ния длння ОК = х имеем, обозначив стороны прямоугольника 
через у и 2, где 2 < у: 


из АКОА: 2 — а? — 27, 
из ЛКОС: = —у; 
из АКОВ: д — 61 — 2 — у, 


Получили систему трех уравиений с тремя нен вестными. Складывая по- 
членно первые два урзвиения и вычитая из их суммы почленно третье, находим” 


жа — с, 
от-уда х = а? -- ® — (2; подстанзвка числовых значений а, 8 и с дает затем: 
х=уб Е 2—9: 4= 


Итак, РК ==2 см. В данном случляе взято арифметнческое значение корня: 
олнако и отрицательный корень может быть истолкован: это отрезок ДА\, 
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направление которого проти-оположно направлению отрезка /2А; ясно, что отре- 
зок ОК, расположе 1 по другу о сторону плоскости Р. 
‚. 9, Построение проводится аналогично посзроению, данн?му в заза е 6. 
Расстояния от конца О перпендикуляра ОК’до казета ВС и катета АС со- 


отзетственно равны ом => н ОМ= Са (рис. 48). Чтобы найти 
расстояния лругого конца К’ перпелдикуляра ОК от катета ВС и от катета АС, 
соединяем точку К с точками М и №, и тсгда КМ [| ВС и КМ [| АС, на основа- 
нии теоре;ы о трех перпендикулярах; отрезки КМ и КМ — искомые расстояния. 


Из прямоугольных треугольников КОМ и КОМ находим: 
ро а 
км = в + и км=У в“. 
4 4 
Подставляя данные числовые значения, получаем: 


16 — . 
09мМ=-5 =8 см, ОМ = 5 —=4,5 см; 


КМ=У 8+ 8 = 10см; КМ =У 6 + 4,58 = 7,5 ем. 


Э 


При вычерчивании фигуры целесолбразчо вылелить отрезки ОМ и ОМ одним 
каким-либо цветом, отрезки КМ и КМ — другим цветом или же разными нунк- 
тирными линиями. 

10. Построение изображения требуемой 
фигуры представляет в данном случае некото- 
рые затруднения, а потому целесообразно сна- 
чала пострэить фигуру на геомелрическом 
ящике, чгобы разобраться во взаимном положе- 
нии отдельных прямых и плоскости, и лишь 
затем изчертить изобро^жение фигуры. Итак, 
проводим сначала плоскость Р (рис. 49), про- 
ходящую через гипотенузу треугольника, и Рис. 49. 
пертендикуляр ОС к плоскости Р, равный 
а—3. Гипотенуза АВ треугольника лежит в плоскости Р; соединив ее концы 
А и В с точкой С, мы должны получить прямоугольный треугольник АВС,.в 
котором / С =99?. 


По условию задачи ОВ = - 


2 
— ис ‚и потому / ОСА = 309; слеловательно, ЛХ ВОС = ^ АОС (УСУ) и ВС == 


— АС, т. е. прямоугольный треугольчик АВС — разноб дренный. Обозначив 
катеты его ч.рез 2х, — учащимся следует при этом пояснить целесообразность 
2х.2х 
2 
Но ОВ==х, а потому из треугольника ВОС имеем: 


‚и потому / ОСВ == 30°, точно так же 49 == 


— 22 кв. ед, 


такого обозначения, — имеем, что плоскость $двс == 


а? 
4^? — д? — 02, или ха 3, 
и, следовательно, 
22 29 
24 = = 5 ==6 сма. 
бАвС 3—3 


Задача эта взята из сборника геометрических задач по стереометрии Тер- 
Степанова, изд. 1915 г.; решение ее, повидимому, правильно, однако анализ 
решения задачи указыв ет на неправильную формулировку задачи. Действительно, 
< СВО по условию должен равняться 605, ибо Х БСО = 30°. Но ЛХАВС — прямо- 
Угольный и равнобедренный, а потому / СВА-== 45°, и оказывается, что наимень- 
ший угот, образуелый прямой СВ с плоскостью Р, ДХ СВО == 60°, больше угла 

В.А, образуемого той же прямой СВ с прямой ВА на плоскости Р, что проти- 
зоречит теореме о наименьщем угле, образуемом прямой с плоскостью. 
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Выявившееся несоответствие можно обнаружить и другим путем: если каждый 
из катетов прямоугольного треугольника АВС равен 2х, то гипотенуза его АВ = 


—2х У, и тогда в треугольнике АОВ стороны ОА = ОВ=х, а сторона АВ = 
==2х У 2, т. е. сумма двух сторон треугольника меньше третьей стороны: 


х+х<жу2 


что представляет собою явную нелепость. 

Данная задача лишний раз указывает на то, что преподаватель должен быть 
весьма внимательным при выборе предлагаемых учащимся задач и обязан каж- 
дую из них предварительно проверить, действительно ли она возможна при за- 
данных условиях, а акже всякий раз исследовать решение задачи, чтобы вскрыть 
возможное несоответствие условий, как это имеет место в данном примере. 

Приведенная задача была бы верна, если бы в ней было указано, что каж- 
дай из катетов тр-угольника АРС образует с плоскостью Р угол в 302; но в та- 
ком случае получился бы и иной ответ, так как тогда ВС = АС-=2а и 54с= 


— 524-24 — 249 = 18 см. 


11. Проекция АВ; (катет треугольника АВВ) равна половние АВ (гипоте- 
нуз-), следовательно, / АВВ; = 30° и Ха=60. 

12. Прежде всего строится 
птоскость Р и к ней перпендику- 
ляр АА, (рис. 50}. Наклонные АВ 
и ИС, проведенные из точки А, 
равны, следовательно, равны и 
их проекции 4:В и А.С, и угол 
ВАС между проекциями равен 
180° —23 = 120>, угол же, образуе- 
мый ВС с АВ, т.е. / АВС а= 
= 60°, следовательно, треугольник 
АВС —- равно. торонний, и ВС —= 
— АВ = ВС — а. Искомый отрезок 
АА, =х можно — найи ИЗ, 
прямоугольното треугольника. 
АА.8. Обозначив ВА, = у, имеем: 


х=Ум— у. 
Приняв А, ва центр и ‚В за радиус окружности, заключаем, что ВС == аз = 
= УУ 3, откуда а ау 


д 


и, следовательно, 


1 
или, при а = 10, им-ем = Си 


Разбор и решение задачи позволяют выполнить более четкий рисунок, со- 
ответствующий условию задачи Сперва следует посгроить высоту А.К треуголь- 
ника А, ВС, а затем и треугольник А,ВС. Проведя после этого А. А_[_Р и соеди- 
нив точку А с точками | и С, имеем / АВС = 60° и АВ= АС =ВС-==а и 
СД ВСА, = / СВА, = 30°, а Х ВАС==129>. 

13 и 14. Построение заданного геометрического”образа полезио показать на 
геометрическом ящике. При решении этой залачи хорошо отметить на чертеже 
встречающиеся прямые углы цветным мелком или карандашом, чтобы ярко вы- 
делить прямоугольные треугольники, которымн приходится пользоваться. 


С 
Из ДА АСВ (рис. 40) находим соза —= р 


ра вр 

‚ АрРвВС ‚ 60$ В —= 27: 

- вр 
‚ ЛАРВ , 6087 = в. 


40 


Перемножив почленно первые два равенства 


вс вр _ ВБ 


605 4-08 8 = р. ъе= в 


и сравнив полученный результат с третьим равенством, находим: 
с03&.С0$ 8 = С5$ 7. 


Этим равенством можпо воспользоваться для доказательства того, что а < у- 
В самом деле, если в последнем равенстве опустить множитель с0$ 8 <1( (случай,. 
когда 8—0, отпадает, ибо тогда ВД совпадает с ВС и угол а с углом т, так 
как с0$ 0° -= 1), то левая часть равенства угеличивается, и получается неравен-, 
ство 
“ с05а > с0$7, 


которое указывает, что а «1, ибо функция косинуса увеличивается при умень-= 
шения угла. 
При а = = 45° имеем 


1 
с03 459.608 45° — 6081 и с051==-, 


т. е. у= 60°. 
При а = 8 = 90° имеем 


с0$ 90°.с0$ 90° —= созу и с0$1=0, 


т.е т= 90°. В последнем случае каждая из прямых перпендикулярна к пло- 
скости, в которой лежат две другиё прямые. Такое положение встречается,- 
иапример, в кубе, три ребра которого выходят из одной его вершины. 

После разбора этой задачи учащимся может быть предложен ряд анало- 
гичных задач на вычисление углов; так, если а = 402, В —= 60°, то 

{ = агс с05 (5 с05 40° . 

15. Заданный треугольник вычерчивается в определенном масштабе, напри- 
мер 1:2, и находится центр описанной окружности О, а затем уже выполняется. 
чертеж всей зад: нной фигуры в кабинетной проекции. 

Проекции наклонных КА, КВ и КС равны каждая радиусу описанной ок- 


в 
ружности К, а потому КА — КВ = КС. После этого вычисляется 
тангенс угла а наклона одной из них к плоскости треугольника: 
_ КО _ 13 _ 
Щит 1,6, 
8 
откуда а==агс{е 1,6 = 58°, 
ГЛАВ 1 1. 


ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ. 


$ 13. Параллельные и скрещивающиеся прямые в пространстве.. 


1. Параллельные прямые в пространстве определяются так же, каки 
параллельные прямые на плоскости. Две прямые в пространстве назы- 
ваются параллельными, если они, находясь в одной плоскости, не пе-- 
ресекаются, сколько бы их ниц продолжали. 

Проводя аналогию в части определения параллельных прямых в про- 
странстве и на плоскости, необходимо 0собо подчеркнуть учащимся, 
что первый признак параллельности двух прямых, который дается в пла- 
ниметрни, не имеет места в пространств. 

Так, две прямые на плоскости, перпендикулярные к одной и той же- 
третьей прямой, параллельны; однако две прямые, заданные в пре- 
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<транстве перпендикулярно к одной и той же третьей прямой, или парал- 
лельны иля не параллельны. Различные возможные положения таких пря- 
мых хорошо иллюстрировать на модели куба. В кубе 4.8,С,0,4,8,С,0, 
{рис. 51) прямые 4.0, и А.Г),, перпендикулярные к ‚ребру 2,Г., парал- 
лельны, но прямые 4,7), и О.С., также перпендичулярные к ребру 0.0, 
не параллельны: эти прямые лежат в плоскости верхней грани куба и имеют 
общую точку 0%, а потому пересекаются; если, наконец, взять прямые 
А.О), и О,С;, также обе периендикулярные к ребру В.0., то и они ока- 
зываются ненпараллельвыми прямыми, хотя они и не пересекаются, сколько 
бы мы их ни продолжали; эти прямые не удовлетворяют условию парал- 
лельности двух прямых, а именно, очи не лежат в одной плоскости; 
это особые прямые — скрещивающиеся прямые. 

Две прамые, которые не пересекаются и не параллельны, назы- 
ваются скрещивающимися. 

Необходимо привести учащимся достаточное число примеров прямых 
параллельных и прямых скрещивающихся, используя не только знакомый 
им куб, но и какую-либо иную каркасную модель тела (рис. 52), теле- 
графныз провода и скрещивающиеся с ними провода антенны ит. д. 


Рис. 51. Рис. 52. 


Следует приучать учащихся видеть и отличать на чертеже скрещива- 
ощиеся прямые от пересекающихся; так, ребра Д.Ю; и 4,8, или В.В. 
н О.С, куба (рис. 51) — скрещивающиеся прямые, хотя они и кажутся 
на рисунке пересекающимися. 

Построение прямой, параллельной данной плоскости и проходящей 
через данную точку, дается только после проработки теоремы: пря- 
мая, лежащая вне данной плоскости и параллельная какой-нибудь 
прямой на этой плоскости, параллельна и самой плоскости, 

2. В связи с выяснением понятия о скрещивающихся прямых н:0б- 
ходимо пояснить учащимся соответствую‘цими ра.суждениями и показом, 
что через две скрешивающиеся прямые нельзя провести плоскость. В 
самом деле, если бы через две скрещивающиеся прямые можно было 
провести плоскость, то они, нахолясь в одной плоскости и не пересекаясь, 
были бы параллельны, однако это противоречит определению скрещива- 
зощихся прямых, а потому невозможно до зустить, что через две скре- 
щцивающиеся прямые можно провести плоскость. 

3. При рассмотрении теорем, относящихся к положению параллельных 
прямых относительно плоскости и плоскости относительно параллельных 
прямых, необходимо сопоставить отдельнье теоремы с ачалогичными тео- 
ремами планиметрии. Такое сопоставление азалогичных теорем планиме- 
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трии и стереометрин приучает учащихся видеть различие в положении 
‚прямых и плоскостей. 

Так, первому признаку параллельности двух прямых на плоскости 
соотвстствует признак паралл^льности двух прямых в пространстве. Дей- 
«твительно: 


Две прямые на илоскости, 
перпендикуляр тые к одчой и той 
жз прямой, параллельны. 


Две прямуе в простран- 
стве, перпендикулярные к одной 
и той же плоскости, парал- 
лельны. 


Доказательство приведенной теоремы стереометрии распадается на лве 
части: сперва доказывается, что рассматриваемые две прямые, перпенди- 
кулярные к одной и той же плоскости, не пересекаются, а затем — что 
они лежат в одной плоскости. Доказательство теоремы дано в стабиль- 
ном учебнике. 

Должно сопоставить теоремы: 


Прямая, пересекающая одну 
из двух параллельных прямых на 
плоскости, пересекает и дру- 
тую. 


Плоскость, пересекающая одну 
их двух параллельных прямых в 
пространстве, пересекаст и 


другую. 


При разборе данной теоремы стереометрии необходимо пояснить уча- 
шимся с помощью модели, что в отличие от плоскости прямая, пересе- 
кая одну из двух параллельных прямых в пространстве, или пересе- 
кает вторую прямую, параллельную первой, или не пересекает ее и яв- 
ляется тогда по отношению к пей скрещивающейся прямой. 

Верна для пространства и теорема: две прямые в пространстве, 
параллельные каждая порознь одной и той же третьей прямой, 
чараллельны между собой. 

Остается справедливой для пространства теорема об углах с парал- 
лельными сторонами. Необходимо при этом указать учащимся, что если 
юбе стороны одного угла имеют то же направление, что и стороны дру- 
гого угла, или если направление сторон одного угла противоположно на- 
правлению соответствующих сторон другого угла, то углы равны; если 
же направление одной стороны одного из двух углов такое же, как на- 
правленне стороны доугого угла, а другие стороны углов имеют про- 
тивоположное направление, то углы — дополнительные, т. е. в сумме 
дают 24. 

Могут быть сопоставлены теоремы: 


Две параллельные прямые на 
жлоскости, пересекающие пря- 
мую, наклонены к ней под рав- 
чыми углами. 


Две параллельные прямые в 
пространстве, пересекающие 
плоскость, наклонены к ней 
под равными углами. 


Приведенная теорема планиметрии говорит о равенстве соответствен- 
ных углов, образуемых при пересечении двух параллельных прямых 
трезьей: эта теорема справедлива и для пространства; в самом деле, 
если две прямые в пространстве параллельны, то они лежат в одной 
плоскости, в той же плоскости лежит и секущая, так как две точки ее — 
точки пересечения с параллельными прямыми — лежат в этой плоскости. 
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При рассмотренни приведенных теорем может быть использовано при 
слабом развитии пространственных представлений учащихся наглядное 
пособие — геометрический ящик; необходимо указать, что целесообразно 
прибегать к наглядным пособиям особенно при цоказательстве тех тео- 
рем пространства, для которых аналогичные теоремы планиметрии не- 
верны в трехмерном пространстве. 


8 14. Прямая, параллельная плоскости. 


Рассматриваются два признака параллельности прямой и плоскости: 
1) прямая, лежащая вне данной плоскости и параллельная прямой 
в плоскости, параллельна самой плоскости, и 2) если через две 
точки данной прямой проведены: через одну — прямая и через 
другую — плоскость, перпендикулярные к данной прямой, то пря- 
мая и плоскость параллельны, 

Следует обратить внимание учащихся на то, что первый признак 
указывает, что прямая лежит вне плоскости и параллельна прямой в пло- 
скостн, второй — на то, что прямая и плоскость проходят через две 
различные точки прямой. 


м м 
Р 
А 
м 
Рис. 53. Рис. 54. 


Необходимо остановиться на следствни, вытекающем из первого приз- 
нака; оно гласит: прямая, параллельная линии пересечения двух 
данных плоскостей, параллельна каждой из плоскостей. 

Действительно, если М№ | АВ, то на основании первого признака 
ММ | Ри ММ | 9 (рис. 53). 

Надлежит также рассмотреть теорзму, обратную теореме, выражаю- 
шей признак параллельности прямой и плоскости. 

Теорема (обратная). Если через данную прямую, параллельную. 
данной плоскости, провести плоскость, пзресекающую данную пло- 
скость, то линия пересечения плоскостей параллельна данной пря- 
мой. 

Доказательство данной теоремы приведено в стабильном учебнике. 

Учащиеся должны иметь четкое прэдставление о том, что через точку 
М, данную вне плоскости Р (рис. 54), можно провести бесчисленное 
множество прямых, перпендикулярных к прямой МА, которая перпен- 
дикулярна к плоскости Р, и что все эти прямые параллельны плоско- 
сти Р и лежат в одной плоскости, параллельной данной плоскости Р. 
Необходимо при этом подчеркнуть, что через точку вне данной прямой 
можно провести, согласно аксиоме параллельных, только одну прямую, 
параллельную данной прямой. 
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8 15. Параллельные плоскости. 


После того как учащимся дано определение параллельных плоско- 
стей, рассматривается первый признак параллельности плоскостей. При- 
знак этот следует сопоставить с признаком параллельности прямых. 
` Две прямые 

Две плоскости 

Второй признак параллельности двух плоскостей определяется теоре- 
мой: две плоскости параллельны, если две пересекающиеся пря- 
мые на одной из них параллельны двум пересекающимся прямым 
на другой плоскости. При рассмотрзнии этой теоремы необходимо 
обратить внимание учащихся на то, что выполнения одного условия: 
прямые, лежащие в двух плоскостях, попарно параллельны, недостаточно, 
еще необходимо, чтобы прямые, лежащие в параллельных плоскостях, 
пересекались. Последнее следует подтвердить показом на геометриче- 
ском ящике. у 

Должное внимание следует уделить теореме о пересечении двух па- 
раллельных плоскостей третьей; применение данной теоремы позволит 
впоследствии значительно упростить выполнение гостроения сечений 
многогранников. 

Приводим теоремы, которые следует сопоставить © аналогичными 
теоремами планиметрии. . 

1) Прямая, перпендикулярная к одной из двух параллельных 

прямых в плоскости 
плоскосте ‚, в пространстве 


‚ перпендикулярные к одной прямой, параллельны. 


‚ перпендикулярна к другой. 


в плоскости 


зки паралл | х —______ между парал- 
2) Отрезки параллельных прямь = пространстве ду пара 


грямыми 
лельными ———__— равны. 
плоскостями 
п чек в плоскости 
3) Если ——— прямых ——— —_—__—_ Пересекается параллель- 
связка в прос:ранстве , 
прямыми 
ными -————_—__, ТО соэтветственные отрезки прямых пропорци- 
плоскостями 


ональны. 


$ 16. Скрещивающиеся прямые и основные их свойства. 


1. В связи с рассмотрением положения прямых в пространстве учащие- 
ся уже ознакомились со скрещивающимися прямыми. Надлежит остано- 
виться на неготорых их свойствах. 

Разъясняется, что через каждую из двух скрещивающихся прямых 
можно провести одну плоскость, параллельную второй прямой, и обе эти 
плоскости взаимно параллельны, и дается указание, как провести эти 
плоскости. Соответствующая теорема и ее доказательство даны в ста- 
бильном учебнике. 

2. Особое внимание должно быть уделено выяснению понятия о 
кратчайшем расстоянии между двумя скрещивающимися прямыми 
и умению его находить; это существенно важно для решения ряда во- 
просов. Кратчайшее расстоя1ие между двумя скрешивающимися прямыми 
равно расстоянию межлу параллельными плоскостями, в которых лежат 
эти скрещивающиеся прямые, 

1. Пусть даны две скрешивающиеся прямые АВи СД (рис. 55). Если 
провести чергз произвольную точку /М прямой АВ прямую С.0, || СО 
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и через произвольную точку М прямой СО прямую 4.8, || АВ, а затем 
через каждую пару пересекающихся прямых — АВ ин С,0)., СБри 4. В, — 
плоскости Ри О, то тем самым будут построечы параллельные плос- 
кости Р и О, в каждой из которых лежит одна из скрещивающихся 
прямых АВ и СО. 

Когда пострсевы плоскости Ри ©, проводят из точки М на прямой 
АВ, лежащей в плоскости Р, прямую ММ, | Ои ч.рез точку М — 
прямую А.В, || 4, В, пересекающую данную прямую СО в точке О. 
Параллельные прямые АВ и А,В, лежат в некоторой плоскости 5, 
в которой лежит и прямая ММ, перпендикулярная к плоскости ©, а 
следовательно, и к плоскости Р. Если затем п-отести в плоскости $ 
через точку О; прямую О;О || М, М, то ОО | А, В, и О,О | АВ, так 
как образогавш:й.я  четырэхугольник ОО, М.М — прямоугольный па- 
раллелограм; в то же время ОО, | ©, так как плоскость @ | ММ, а 
потому ОО; | СБ. 

Итак, отрезок ОО., концы которого О и О, лежаг на скрещиваю- 
щихся прямых АВ и СО, перпендикулярен к обеим прямым; следует 
еще доказать, что отрезок ОО. — 
кратчайшее расстояние между скре- 
щивающимися прямыми АВ и СО. 

Понятно, что всякий другой отре- 
зок, одним из концев которого 
является или точка О или точка О, 
одной из данных скрещивающихся 
прямых, другой же конец которого 
соответственно лежит на другой из 
данных скрещивающихея прямых, 
будет, как наклонная, длиннее от- 
; резка ОО,, перпендикулиярного к 

` Рис. ЕБ. обеим скрещивающимся прямым. 
Так, если взять на скрещиваю- 
щихся прямых две какие-либо произвольные точки Кн К}, то, про- 
ведя прямую АХ, || ОО}, следует заключить, что прямая АК; > ККь, так 
как наклонная КК, болыше пернендикуляра КК, к плоскости @, а по- 
тому и КК, > О0.. 
°2} Несбходимо еще решить вопрос, является ли отрезок ОО, един- 
ственным общим перпендикуляром к обеим скрещивающимся прямым АВ 
и СО. 

Допустим, что существует еще другой общий перпендикуляр КК\, и 
докажем, что сделанное допущение неверно. Действитеяьно, если не 
только отрезок ОО), но и отрезок КК, перпендикулярен к ланным скре- 
щизающимся прямым АВ и СО, то четырехугольник АК. ОО, должев 
нметь 4 прямых угла. Рассмотрим, возможно ли это. Четырехугольник 
КК: ОО: — пространственный, звеньевой четырехугольник, он не лежит 
в одной плоскости, так как через КО и К,0О. нельзя провести плоскость, 
и. кроме того, все четыре угла звеньевого четырехугольника не могуг - 
быть прямыми углами. ‹ 

Докажем это. Пусть КК,ОО (рис. 56) — звеньевой четырехугольник 
и пусть все четыре угла — прямые. 

Соединим его вершины Ои К., Ки О, прямыми и рассмотрим 
сперва прямоугольные треугольники КА.О и К\ОО;; пусть КЕ и О.Е — 
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его медианы, тогда имеем: 


1 ок 
1 
ОЕ == э- ОК: 


КЕ -- О.Е =оК\; 


но КЕ -- О.Е >> О.К, следовательно, ОК, > О.К. 
Рассмотрим затем прямоугольные треугольники КА.О, и ОКО, ; пусть 
К.Е. и ОБ, — их медианы, тогда имеем: 


К.Е, = 0,К 
ОЕ, —=- О.К 
КЕ, ОЕ, = О:К; 


но К.Б, | ОЕ, >ОК,, следовательно, О.К_> ОК.. 

Итак, допущение, что все углы звеньевого четырех- 
угольника прямые, приводит к нелепости, ибо одновре- 
менно не могуг быть справедливы неравенства 


ОК >0.К и ОК>ОК,. 


Отсюда заключаем, что допущение, чго простран- 
ственный четырехугольник К.КОО, имеет 4 прямых Рис. 56. 
угла, невозможно; неверно и допущение, что КК, — 
другой общий перпендикуляр к скрещивающимся прямым 48 и СО; 
следовательно, ОО, — единственный общий перпендикуляр к скрещиваю- 
щимся прямым АВ и СО. 

Должно быть отмечено, чо длиною отрезка ОО., нерпендикуляр- 
ного к плоскости Ри О, определяется расстояние между параллельными 
плоскостями, в которых лежат скрещивающиеся прямые. 

Разбор этой теоремы следует иллюстрировать при помощи геометри- 
ческого ящика; от учащихся требуются при доказательстве теоремы боль- 
шое напряжение и мысли и внимания и наличие четких простр нственных 
представлений. 


8 17. Угол, образуемый скрещивающимися прямыми, 


1. Учащимся должно быть также вскрыто понятие об угле, образуе- 
мом скрецивающимиея прямыми. Указывается, что за угол, образуемый 
двумя скрещивающимися прямыми, принимают плоский угол, получае- 
мый пересечением двух прямых, плраллельных скрещивающимся прямым 
АВ и СО; на геометрическом ящике показывается построение угла, и 
на рисунъе дается построение соответствующего изображения. Так, если 
даны скрещивающиеся прямые АВ и СР, то, взяв в пространстве произволь- 
ную точку М, проводят Через нее прямые, параллельные скрещивающимся 
прямым: И | АВ и МК || СО (рис. 57), и тогда угол ММК, образуемый 
прямыми //М№ и МК, есть угол между скрещивающимися прячыми АВ 
и СР. Угол между двумя скрещивающимися прямыми обозначают так: 


Х(АВ, СБ). 
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Из определения угла, образованного двумя скрещивающимися прямыми, 
жледует, что величина угла не зависит от того, где в пространстве взята 
очка /М, вершина угла, так как углы © соответственно параллельными 

Г: и одинаково направленными сторонами равны. Если 
Г построенный плоский угол АММ или угол К.И М. — 
острый, прямой или тупой, то и угол (АВ, СО), 
3 образуемый скре:цивающимися прямыми, будет соот- 
м ветственно ос рым, прямым или тупым. Скрещиваю- 
м щиеся прямые дают всегда два угла, и если один 
острый, то другой тупой; за угол, образуемый скре- 
к ‚ щивающимися прямыми, принимается в таком случае 
острый угол; скрещивающиеся прямые, образующие 
у прямой угол, называются ортогональными, в отли- 
чие от взаимно-перпенднкулярных пересекающихся 
прямых. 

Рис. 57. 2. Введение понятия об угле, образуемом двумя 
скрещивающимися прямыми, позволяет несколько 

фасширить объем некоторых уже рассмотренных теорем. 

Вернемся к теоремео трех перпендикулярах. На рисунке 58 прямая СР, 
периендикулярная к проекции ВА) наклонной АА,, перпендикулярна 
к самой наклонной АА, и к плоскости треугольника АВА, , и тем са- 
мым —к любой прямой, проведенной на 
плоскости @ треугольника через точку А. , 
например к прямой А.А, или к прямой 
А.Аз, перпендикулярной к плоскости Р, 
‚а следовательно, и параллельной прямой 
АВ. Но прямые АВ и СО — скрещиваю- 
щиеся прямые, и потому угол, образуемый 


2% 
2% 
РР 


ими, угол (АВ, СО), равный углу Рис. 58. 
А.А.0О, — тоже прямой, и, следовательно, 
<крешивающиеся прямые ортогональны — СО | АВ; точно так же, 


есла провести на плоскости Р через точку В прямую С,О. || СО, то угол 
(АВ, СО) будет равен углу АВД, ‚ т. е. прямому. 

Итак, если прямая АВ | Р, то она образует прямые углы с лобой 
ятрямой на плоскости Р, например с прямыми СДО, ЕР, КЁ и т. д. 
(рис. 59), если даже эти прямые и 
не проходят через ее основание на 
плоскости Р. В самом деле, проведя 
на плоскости Р через основание В пер- 
пендикуляра АВ прямые С,О, |} СО 
Е.В, | БЕ, К. | КЁ ит. д., мы 
имеем 48 [С.0,, АВ [| ЕЕ, 
АВ | К: ит. д. и /АВО = 
—& с = / (АВ, СР) =а; Д АВЕ, = 

Е СЕ р = Г (АВ, ЕЁ) = 4; Г АВЦ == 
Рис. 59. —/ (АВ, КГ) =4 ит. д. 

Также можно убедиться * том, 
что если АВ | Сри АВ | БЕ, то АВ | СО; и АВ | Е, Б, и пря- 
мая АВ | Р, а потому ограничение, введенное нами ранее при опре- 
делении прямой АВ, перпендикулярной к плоскости, и гласящее, что 
прямые на плоскости должны пройти через основание перпендикуляра АВ, 
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отпадает; в силу этого отдельные определение и теорема, ранее рассме- 
чренные, могут быть формулированы так: 

1} прямая перпендикулярна к плоско зи, если она перпендикулярна 
вли ортогональна к любым двум пересекающимся прямым, лежащим в этой 
плоскости, 

“ 2) прямая, пер`ендикулярная к плоскости, перпендикулярна или орто- 
тональна ко всякой прямой, лежащей в этой плоскости. 

Итак, прямая СР (рис. 58), перпендикулярная к плоскости треуголь- 
ника АВА), ортогональна к прямой АВ, лежащей в этой плоскости; 
оправдывается название теоремы о трех перпендикулярах — прямая СО 
перпендикулярна к трем прямым: АВ, АА, и А.В. 

3. Для закрепления понятия о скрещивающихся прямых и углах между 
ними следует решить ряд задач на построениз и предложить учащимся 
провести доказательство нескольких теорем. Ниже приведены примерные 
вопросы и задачи в том порядке, в каком их целесообразно проработать 
< учащимися. 


Задачи и вопросы, 


1. В пространстве даны м параллельных между собою прямых. Найти нан- 
большее число плоскостей, которые можно провести через данные п прямых, 
если известно, что никакие три из них не лежат на одной плоскости. 

2. Через данную точку М провести прямую, параллельную даниой прямой АВ, 

8, Через данную точку ЛМ вне данной плоскости Р провести прямую, парал. 
лельную данной плоскости. 

4. Через данную точку М провести плоскость, параллельную данной пря- 
мой АВ. 

5. В плоскости Р дана прямая АВ и вче этой плоскости точка М. Сколько 
прямых, скрещивающихся с прямой АВ и параллельных плоскости Р, можно про- 
вести через данную точку Л? 

6. Почему не верна теорема: прямая, параллельная плоскости, параллельна 
всем прямым, лежащим на этой плоскости? 

7. Через прямую ММ, не параллельную данной прямой АВ и не пересекаю- 
щую АВ, провести плоскость Р, параллельную данной прямой. 

8. Даны две скрещивающиеся прямые и вне их — точка. Провести через дак- 
ную точку плоскость, параллельную данным скрещивающимся прямым. 

9. Через данную точку М провести плоскость, параллельную двум непарал 
лельным прямым. 

10. Середины всех отрезков, концы которых лежат на двух скрещивающихсх 
прямых, лежат в одной плоскости. Доказать. 

И. В четырехугольнике со скрещивающимися сторонами середины его сто- 
рон служат вершинами Параллелограма. Доказать. 

12. Плоскость, параллельная двум сторонам четырехугольника со скрещи- 
вающимися сторонами, делит другие две его стороны на пропорциональные части. 
Доказать. 

13. Через данную точку М провести плоскость, параллельную данной пло 
скости Р. 

14. Через две скрещивающиеся прямые АВ и СР провести пару параллель. 
ных плоскостей, 

15. Через данную точку М проведена прямая ММ, составляющая с данной 
плоскостью Р данчый угол а. Провести плоскость ©, составляющую тот же угол 
< прямою ММ. 

16. Два отрезка, сумма которых равна т, опираются своими концами в две 
параллельные плоскости. Проекции этих отрезков на плоскости равны а и 6. 
Вычислить длину каждого из отрезков, полагая т == 12, а= Ри = 7. 

17. К плоскости треугольника АВС проведены через его вершины 4, ВиС 
о одну сторону от плоскости АВС перпендикуляры АЛ, = ВВ, =ти СС п; 
через точки А. , В; и С; — концы перпендикуляров — проведена плоскость Д,В:С:. 
Найти расстояние центра тяжести треугольника 4,8;С; от плоскости треуголь- 
ника АВС. Отрезки р, тм и п соответственно равны 4, 5 и 9. 


4 Геометрия, ч. И. 49 


18. Дан ромб. Провести через одну из его сторой плоскость на расстоянии 
@ от противолежащей стороны. Проекции диагоналей ромба на эту плоскость 
равны т и л. Найти проекции сторон ромба на ту же плоскость. 

19. Отрезок АВ, равный 2а, параллелен данной плоскости Р и отстоит от 
нее на расстояние а. Из концов Аи В отрезка по разные стороны от него про- 
ведены перпендикулярно к нему две прямые до пересечения © плоскостью Р 
в точках А, и В,, при этом АД, = ВВ, = 1,25 а. Найти расстояние А,В;. 

20. Даны две параллельные плоскости Ри © и расположенный между ними 
отрезок АВ, перпендикулярный к плоскостям Рн 0, при этом конец его А упи- 
рается в плоскость Р, а конец В — в плоскость ©, и АВ=а. Проведепные из 
концов А и В отрезка АВ наклонные АС и ВО равны, АС —ВО. Середины Е 
и Е этих наклониых соединены между собою, и ЕР=6. Найти длину наклон- 
ной СО. Вычислить СО при а=8 и 6 =3. 


Указания к задачам и вопросам. 


Е. Каждая пара параллельных прямых однозначно определяет в пространстве 
положение некоторой плоскости, точно так же, как каждая пара точек однозначно 
определяет на плоскости или в пространстве некоторую прямую. Известно, что 


Рис. 60. Рис. 61. 


наиболынее число прямых, проходящих через п точек плоскости, из которыз 
(п— п 

2 
можно заключить, что наиболышее возможное число плоскостей, проходящих че- 
рез и параллельных прямых, из которых никакие три не лежат на одной пло- 
("Юл 

5 . 

2. Построение дано в стабильном учебнике. 

3. Проводим на плоскости Р произвольную 
прямую АВ (рис. 60); точкой М и прямой АВ 
однозначно определяется положение плоскости ©; 
в этой плоскости проводим через точку М прямую 
А.В, || АВ. На плоскости Р можно провести бес- 
численное множество прямых, а потому и через 
точку М можно провести бесчисленное множе- 
ство прямых, параллельных плоскости Р; все 
эти прямые лежат в плоскости, параллельной пло- 
скости Р. 

Возможно и другое построение: из данной 
точки М проводят к плоскости Р перпепдикуляр 
МК, а затем прямую ММ, перпендикулярную к 
МК; прямая ММ — одна из прямых, параллельных 

плоскости Р. 
Рис. 62. 4. Точка М и прямая АВ однозначно опре- 
деляют положение плоскости Р’ (рис. 61). Прово- 
дим через точку М на плоскости Р прямую А,В, || АВ, тогда любая плоскость 
©, Ч, О:.., проходящая через прямую 4,8:, параллельна прямой АВ, кроме 
плоскости, сливающейся с плоскостью Р. 
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никакие три точки не лежат иа одной прямой, равно ; по аналогии 


скости, Также равно 


5. Из данной точки М следует провести к плоскости Р перпендикуляр ММ 
рис. 62). Все прямые, перпендикулярные в точке М к прямой ММ, параллельны 
плоскости Р и лежат в плоскости ©, пернендикулярной к прямой ММ и, следо- 
вательно, параллельной плоскостн Р. 

Если провести в плоскости Р через точку № прямую А. Вь | АВ и в плоско- 
сти О через точку М прямую 4.8, | А.Вь, то А.В, || АВ; таким образом, все 
прямые, лежащие в плоскости © и параллельные прямой 2,В;, параллельны и 
прямой АВ и плоскости Р; все же прямые, проходящие в плоскости © через 
точку /М, кроме прямой :В,, скрешиваются с прямой АВ. Итак, через точку М 
можно провестн бесчисленное множество пря- 
мых, скрещивающихся с прямой АВ и парал- 
лельных плоскости Р. 

о. Ответ непосредственно вытекает нз за- 
дачи № 5, ибо если бы прямая была параллель- 
на всем прямым на плоскости, то все прямые 
должны были бы лежать в одной плоскости с 
дапной прямой. 

7. По условию задачи прямые АВи ММ — Рис. 63 
скрещивающиеся прямые (рис. 63). Через про- ис, 09, 
изгольпую точку О прямой ММ проводим пря- 
мую 2,8, || АВ, тогда прямые ММ н 2,8, однозначно определяют положение 
нлоскости (©, которая параллельна АВ; © || АВ. 

8. Через данную точку следует провести прямые, параллельные даниым скре- 
щивающимся прямым, а затем уже провести через эти прямые плоскость. Эта 
плоскость — искох ая, и каждая из скрещивающихся прямых ей параллельна. 

9. Даны две непараллельные прямые АВ и СР и точка М вне их (рис. 64). 
Если провести через точку М прямые 4,8, || АВи СО, |СЬ, то прямые А.В, 
и С.Д, однозначно определяют положение плоскости (), параллельной и данной 
прямой АВ и данной прямой СО. 

10. Через данные скрешивающиеся прямые АВ и СР следует провести 
сперва параллельные плоскости Р и 0, а затем — отрезок ММ, перпендикулярз 
ный к плоскостям Ри О (рис. 65); плоскость, проходящая через середину 
отрезка ММ перпендикулярно к нему, разделит пополам отрезки, концы которых 
лежат на скрешивающихся прямых АВ и СБ. Справедливость такого утвержде- 
ния обосновывается теоремой: если прямые пересекаются рядом параллельных 
плоскостей, то отрезки прямых между параллельными плоскохтями пропор- 
Циональиы. 


Рис. 64. Рис. 65. 


11. АВСЬ - данный звеньевой четырехугольник (рис. 66), К, 1, Ми М 
середины его звеньев. Если провести прямую ВД, то получаются два треуголь- 
ника, ^ АВО и Л ВСР, в которых . 


КЕЙ ВЬ и ку ВЬ и ММ ВР и му=-; ВВ, 
откуда следует, что КЛ || ММ. 

Через полученные две параллельные прямые КЁ и ММ можно провести 
только одну плоскость; в ней лежат почки А, Г, Ми М — вершины четырехуголь- 
ника АРММ; этот четырехугольник КЁЕММ — параллелограм, так как КА. 1 ММ. 

При рассмотрении рисунка 66 учашиеся должны понимать и видеть, что ни 
прумые АС и ВО, ни прямые КЕи АС, ММи АС, КМ и ВО, [М и ВО не 
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пересекаются. Если учащиеся не представляют себе достаточно четко взаимное 
расположение отдельных скрещивающихся прямых, необходимо использовать 
для показа расположения прямых геометрический хщик 


Рис. 66. Рис. 67. 


12. Чепез две скрещивающиеся стороны звеньевого четырехугольника сле- 
дует провести параллельные п. оскости и межлу ними плоскость, параллельную 
проведенным двум плоскостям. Последняя плоскость рассечет тогда другие две 
стороны звеньевого четырехугольника иа пропорциональные отрезки (задача 10). 

13, Одно из решений праведено в стабильном учебнике. 

Другое решение. Проводим че- 
рез данную точку М (рис. 67) две прямые 
АВ и СО, параллельные плоскости Р, 
тогда прямыми АВ и СР однозначно 
опрелеляется положение плоскости ФИР. 

14. Решение приведено в стабильном 
учебнике. 

15. Через произвольную точку пря- 
мой ММ проводим плоскость О {|Р 
(рис. 68), тогда прямая ММ пересечет и 
плоскость @ и образует с ней тот же 
угол а. 

16. Сперва следует построить лве 
параллельные плоскости Р и 4 (рис. 69), 
а затем — две наклонные АВ и СРО, опи- 
рающиеся своими концами в п!оскости 
Р и О. Если провести АА, [Ри 

Рис. 68. СС. | Б, то получатся соответственно 

проекция А,В отрезка АВ и проекция 

С1О отрезка СР на плоскость Р. Нужно обратить внимание учащихся на то, что 

длина проекций обоих отрезков не зависит от того, на которую нз плоскостей 
будет спроектирован тот или иной отрезок, так как плоскости параллельны. 

Обозначим длину каждого из отрезков соответственно через х и у; тогда, 
согласно условию, х -- у== 1, {1) 

Получаем одно уравнение с двумя неизве- 
стными. Чтобы найти зн чения х и у, надо 
составить еше одно уравнение, содержашее 
х и у Перпендикуляры АД, и СС; равны, 
и АА — а, а СС? = у — 6, а потому 


х2 — а — У — 62 или Фу — 0—2 (2) 


Имеем систему двух уравнений второй 
степени с двумя неизвестными: 


12 — у а — ра Рис. 69. 
Деу. 
Деля почленно первое уравнение на второе, находим: 
а2— 7} 
= — 
У т 
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После этого вопрос сводится к решению системы двух уравнений первой 
стедени с двумя неизвестными: 
В 


[хфу=т 
) х —_ а2— 68 
Уп 
Путем почленного сложения и вычитания обоих уравненвй находим: 
д? — 22 -- ма та 
АИ у. 
2т 2т 


Для заданных числовых значений т = 12, а=1, Ь=7 имеем: 


—_1-— 49 -- 144 _„” 144—149 
Аи 


= 8. 

Для получения четкого изображения заданного геометрического образа целе- 
сообразно изобразить параллельные плоскости Ри О равными параллелограмамн, 
расположенными один над другим, и выделить наклонные АВ и СО цветными 
мелками. 

17. Следует построить изо- 
браженне плоскости Р и на 
ней изображение треугольника 
АВС (рис.70), а затем провести 


Рис. 70. Рис. 71. 


перпендикуляры АА, = ВВ, =т и СС, -==п и плоскость А,В,Сь после 
этого проводят медианы А,Аз и С.С. треугольника /.В4С.. Проекции Аз и Сз 
точек Ази Сз являются серединами сторон ВС и АВ треугольника АВС. Если 
соединить точку О пересечения медиан треугольника АВС с точкой 0; пересе- 
чения меднан треугольника /4.8\С, , то ОО, — искомое расстояние центра тяжести 
треугольника /,6:С. от плоскости Р. 

Дыну перпенднкуляра ОО, можно найти из трапеция АА, А.И; (рис. 71), 
т--п 
2 
няя линия трапеции ВВ.С.С. Принимая во внизание, что на основании свойств 


параллельные стороны которой АЛ, =Ё и А.А, = ‚ так как Ах есть сред- 


медиан треугольника О.А, = р и Од:=- АД, находим: 
1-Е, тт 
боя”), 
+ 
откуда 4х==х 1-ти, или Зх = тп, или хе я. Итак, ОО: 


равно среднему арифметическому из расстояний вершин А,, В; и С: треуголь- 
ника А,В:С; от плоскости Р. ` 
Для частного случая, когда /—4, т=б5 и п-==9, имеем: 


д, 


Для большей наглядности того, как вычнслить х, целесообразно вычертнть 
отдельно трапецию АА, А.А; и прямую ОО, || АА,, а ваэтем, разделив отрезки А.О 
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и АО пополам, провести Л1М№ — среднюю линию трапеции 44,0:0. Находим: 
х+! ММ-+ 25 
ММ = 7 и х= 5 


‚ как средняя линия трапеции ММА. А», сскуда 


- 
5—1 (= т") . 

2 2 

Могут быть рассмотрены случаи, когда одна нли две из вершин треуголыь 
ника А, В.С. лежат на плоско.ти Р, или когда одна из его вершин лежит по дру- 
гую сторону от плоскости Р; для последнего случая полезно иск льзовать гео- 
метрический ящик. 

18. Построение изображения геометрического образа, о котором говорится 
в данной зад че, представляет некоторые трудности, а потому следует пост- 
роить его сперва низ геометриче- 
ском ящике. При построении 
рекомеидуется принять пло- 
скость ящика за плоскость, ко- 
торую требуется провести через 
сторону ромба, ромб же по- 
строить Так, чтобы одна из 
его сторон лежала в плоскости 
ящика, а другая, противолежа- 
щая ей, была бы параллельна 
этой плоскости. 

Построив плоскость Ри 
перпендикуляр к ней С.С==а 
(рис. 72), проводим на плоско- 
сти Р прямую С.А= т и сое- 
диняем точку С с точкой 4; 
тогда СА — диагональ ромба. Через середину О отрезка АС, — проекции диаго- 
нали АС ромба — проводим ВР, = п под острым углом Д.ОА к АС,, притом 
так, чтобы ОД, = ОВ; если затем провести 2,0 —= СС, = а, то найдем точку 
р — четвертую вершину ромба. Итак, построен ромб АВСО и его проекция на 
плоскость Р — параллелограм АВС. 0}. 

Обозначим сторону ромба через х. Проекции на плоскость Р сторон РС = 
— АВ ромба равны его сторонам, т.е. х; проекции же сторон ромба ВС н АР 
будут ВС; и АБ: они равны, ВС, = АБ;., обозначим их через у. 

Из треугольника ВС.С имеем: 


51 — у: = 2@°, (1) 
Из параллелограма АВС,П, имеем: 
. та -- па 
2х2-- 2у? — т?-- па, или ми . (2) 


Получаем систему двух уравнений второй степени с двумя неизвестными: 


т? + п? 
эфул=— 
жа — у а, > 


Почленным сложением и вычитанием иаходим: 


9 21 04? ь 2 012 
ра И" 241 и 22 =т п ы 5 
2 р у 


откуда 
те ИИ писи 
х==5 Уи -+ т -- 248 и ут | па — 248, 


19. Когда построено изображение плоскости Р, следует построить на ней 
отрезок АзВ» = 2а (рис. 73), провести в точках 4 и В, перпендикуляры Л.А = 
— В.В —а и, наконец, соединить точки А и В, тогда АВ — данный отрезок; его 
можно выделить кр сным цветом. Проводим затем на плоскости Р А.А. | АВ 
и В.В, | А.В,, откладываем 4,4, —= В+Вь и соединяем точки Аи А,, Ви В, 
тогда АА; и ВВ; — искомые перпендикуляры к прямой АВ. В самом деле, пря- 
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мая АэВа перпендикулярна к плоскостям АА.4; и РВ.В,, и потому и прямая АВ 
перпендикулярна к этим плоскостям, а следовательно, и к прямым АА, и ВВ,. 

По условию наклонные АА, = ВВ, = 1,25 а, их проекции 4:А, и В.В, равны 
по построению. Находим длину отрезка А.В;; для этого соединяем прямыми 
точки Дон В, и точки А; и Вь, получаем четырехугольник 2,4. В: Ву, в котором 
А, А. —= В.В», следовательно, этот четырехугольник — параллелограм, и диагональ 
его 4,8, — искомый отрезок; обозначим его через х; другой диагональю четырех- 
угольника А,.4.В.В» будет 48, = АВ —=2а. Известно, что диагонали параллело- 


х 
грама взаимно делятся пополам, а потому ОВ, = ОД, =-- ‚ кроме того, имеем из 


2 
хрямоугольного треугольника ОВеВ\: - 
2 2 2. 
ОВ? = ОВ? | ВьВ?; 
ов =; ОвЗ=ай и В, В = (1.25) — аа -=2.25а-0,25а =0,562509, 
следовательно, | 


я? 
>  =440,56250, 


откуда 
` 1 —6,25а? и х=2,5а. 


Эту задачу можно было бы решить иначе, если повернуть треугольник ВВ. В, 
на 180? вокруг В.3Зь и затем рассматривать прямоугольный А В: ВзА., в котором 


А.В, =, АВ, =2а, В,В2 == (28,В}? = 2,2502, как это было найдено выше, сле- 
довательно, х? == 419 -{- 2,2502 и х=25а, 


Рис. 73. 


27. Полезно требуемую в задаче фигуру построить предварительно иа гео- 
метрическом ящнке и только после этого дать ее изображение на бумаге или 
доске. Строим изображение двух параллельных плоскостей Р и О (рис. 74), затем 
проводим АВ перпеиликулярно к плоскостям Ри © и, наконец, наклонные АС 
и ВО. Наклоннье равны, а потому их проекции ВС и ВО; равны. В целях 
упрощения построения расположим наклоиные АС и ВО так, чтобы проекция 
ВО: была параллельна нижиему краю листа, а проекция ВС была перпендику- 
лярна к нему, как это показано на рисупке 74; в силу этого отрезок ВР, дан в 
действительную величину, отрезок же ВС сокрашен вдвое. Находим длину отрезка 
СО, который отметим на рисунке красным или иным ярким цветом. Проводим 
в плоскости АВС прямую ЕЁ ПАВ и в плоскости ВО.) прямую ЕЁ. '1РОрБу, 
тогда получим прямоугольник ЕЁ. Р.Р; точки Е; и Р; — середины отрезков ВС 
я ВО,, а потому отрезок СБ, =2ЕЁ\: =2ЕЁЕ = 96. 

Наконец, находим из прямоугольного треугольника ОБС: 


. д — а? 4 и х= ай 42, 


Подставляя вместо а и В задаиные значения 8 и 3, имеем: 


х=1/64 36 =10. 


ГЛАВА 


ДВУГРАННЫЕ УГЛЫ И ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫЕ ПЛОСКОСТИ. 
МЕТОДИКА ВОПРОСА. 


8$ 18. Возникновение и определение двугранного угла. 


Если в плоскости Р провести две пересекающиеся в точке О пря“ 
мые АВ и СД (рнс. 75), то плоскость разделится ими на 4 области, и 
образуются 4 „плсских“ угла: ХАОС, /СОВ, ДВОР и /РОА. 

Точно так же две плоскости Ри О, пересекающиеся по прямой АВ 
(рис. 76), делят пространство на 4 области и образуют 4 „двугранных 
угла“. Двугранным углом называется фигура, образованная двумя полу- 
плоскостями, выходящими из одной прямой. Прямая АВ, из которой 
выходят полуплоскости Р и О, — 
ребро соответствующего двугранного 
угла; полуплоскости Р и О@Ор— грани 
двугранного угла. 

На рисунке 76 даны двугранные углы 
РАВО, Р.АВО, РАВ и ОАВР. 
Моделью двугранного угла служит угол, 
образуемый двумя смежными стенами, 
стеной и полом или потолком комнаты, 
листами раскрытой книги и пр. 

Указывается, что двугранный угол 
обозначается четырьмя буквами: на пер- 
вом и на последнем месте ставятся буквы, 
обозначающие — полуплоскости или 
грани угла, например Р и О, а между 
ними — буквы, обозначающие ребро АВ 
двугранного угла; запись: 

РАВО — двугранный угол. 

Весьма полезно провести параллель 
между двугранным углом и углом на 


и 
плоскости и соответствующими их обозначениями. Так, полуплоскости 


Р и Ор—трани двугранного угла — соответствуют лучам — сто`онам 
угла на плоскости, линия же пересечения граней, ребро АВ, — точке, 
вершиче плоского угла. 


$ 19. Двугранный угол как величина. 


}. Переходя к сравнению между собою двугранных углов, необходимо 
указать учащимся, ‘что в равенстве или неравенстве плоских углов убеж- 
даются методом наложения одного угла на другой, в равенстве же 
или иеравенстве двугранных углов—вложением одного угла в дру- 
гой. , 

Так, чтобы убедиться в. равенстве двух углов 


а) плоских, 
совмещают сперва их вершины, 
Затем сторону одного угла со 
стороной другого, и если вто- 
рая сторона первого угла пой- 


55 


6) двугранных, 
совмещают сперва их ребра, за- 
тем грань одного угла с гранью 
другого, и если вторая грань 
первого угла пойдет по второй 


дет по второй стороне другого грани другого угла, то дву- 
угла, то плоские углы совпа- гранные углы совпадают и, 
дают и, следовательно, равны. следовательно, равны. 


Не лишне обратить внимание учащихся на то, что; 1) два луча или 
лье полупрямые, выходящие из одной и той же точки А, образуют на 
плоскости угол и делят плоскость на две области, внутреннюю М и внеш- 
нюю М (рис. 77), 2) две же полуплоскости Р и ©, выходящие из одной 
и той же прямой АА., образуют двугранный 
угол и делят пространство на две области, внут- 
реннюю М; и внешнюю №; (рис. 78). 

Поэтому понятно, что в том случае, когда 
двугранные углы не равны, одна из граней мень- 
шего двугранного угла пойдет внутри большего 


Ра 


двугранного угла после того, как совместились А с 
ребра, и по одной из гранеи обоих двугранных Рис. 77. 
углов. 


Возникает вопрос, нет ли иного способа сравнения двугранных углов, 
а также вопрос об их измерении. Указывается, что для этой цели рас- 
смотрение двугранных углов сводится к рассмотрению соответствующих 
им плоских углов, которые называются линейными углами двугранных 
углов и определяют их величину. 

Указывается, как выполняется построение линейного угла через точку. 
С, взятую где-либо на ребре АВ двугранного угла РАВО (рис. 79), 
проводят как в грани Р, так и в грани © соответственно перпендику- 
ляры СО и СЕ к ребру АВ, эти перпендикуляры СО и СЁ определяют 
положение плоскости, которая, пересекаясь с гранями Ри О, дает пло- 
ский угол ДСЕ; этот плоский угол ОСЁЕ и называется линейным углож 
двугранного угла РАВО и принимается за меру двугранного угла. 


Рис. 79. 


Плоскость $, проведенная через пернендикуляры СО и СЕ к ребру 
АВ, перпендикулярна к ребру АВ на основании теоремы о двух пер- 
пендикулярах; отсюда следует, что всякая прямая, лежащая в плоско- 
сти © линейного угла ОСЕ, перпендикулярна к ребру АВ; так, прямая 
СЕ | АВ и прямая ГК | АВ. 

После указанных разъяснений можно дать следующее определение 
линейного угла двугранного угла: плоскость, перпендикулярная к ребру 
двугранного угла, пересекает его грани по прямым, образующим ли- 
нейный угол двугранного угла и подчеркнуть, что ребро двугракного 
угла перпендикулярно к плоскости линейного угла. 
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Учащимся должно быть указано, что величина линейного угла не зави- 
<ит от того, через какую точку ребра двугранного угла проводится пер- 
пендикулярная к ребру плоскость. Действительно, прямые, по которым 
различные плоскости, перпендикулярные к ребру двугранного угла, пере- 
хекают его грани, параллельны и, следовательно, образуют углы с парал- 
лельными сторонами, либо углы острые, либо тупые, а такие углы равны. 
Отсюда вывод: величина линейного угла не зависит от положения 
его вершины на ребре двугранного угла. 

Нужно указать, что по мере уменьшения или увеличения двугранного 
угла соответственно уменьшается или увеличивается его линейный угол и 
что в том случае, когда грани двугранного угла совпадают, и двугранный 
угол и его линейный угол равны нулю. 

Хорошей моделью для иллюстрации изменения величины двугранного 
угла и его линейного угла может служить дверь; открывая или закрывая 
дверь, мы можем получить двуграпные углы различной величины. 

2. Соотношение между двугранными углами и их линейными углами 
устанавливается теоремой: если двугранные углы равны, то равны 
и их линейные, и соответствующей теоремой, обратной данной. 

Если класс силен, желательно остановиться на теореме: если линей- 
ные углы относятся, как т:п, то и соответствующие им двугранные 
углы относятся, как т:Н, а также на обратной теореме. 

При выводе теоремы о пропорциональности двугранных углов и их 
линейных можно ограничиться рассмотрением случая, когда данные углы 
‚соизмеримы; однако необходимо указать учащимся, что теорема спра- 
ведлива и в том случае, когда данные углы несоизмеримы. 

Разбор теоремы о соотношении между двугранными углами и и‹ ли- 
нейными углами позволяет отметить, что двугранный угол измеряется 
соответствующим ему линейным углом; поясняется, что величина двугран- 
ного угла, как и линейного угла, измеряется в градусах, минутах и 
секундах Так, если линейный угол равен 37930’, то и соответствующий 
ему двугранный угол равен 37930’, и наоборот, Понятно, что двугранный 
угол называется острым, прямым или тупым, если соответствующий ему 
линейный угол острый, прямой или тупой. 

Ососое внимание должно быть уделено прямому двугранному углу; 
его линейный угол — прямой, стороны его взаи, но-перпендикулярны, и, 
‚следовательно, грани прямого двугранного угла — взаимно-перпендикуляр- 
ные плоскости. 

Дается определение противоположных, прилежащих и смежных дву- 
гранных углов и рассматриваются их свойства. 

В связи с проработкой темы „двугранные углы“ учащиеся должны при- 
обрести твердые навыки в построении линейных углов, различно располо- 
женных относительно плоскости чертежа двугранных углов. Полезно упраж- 
нять учащихся, показывая на моделях отдельных тел двугранные углы, также 
чертить мелом на гранях тел линейные углы тех или иных двугранных углов. 

Для показа, что с изменением двугранного угла изменяется и его 
линейный угол, можно использовать геометрический ящик; прикрепленный 
к ящику транспортир позволяет непосредственно найти величину линей- 
ного, а тем самым и величину двугранного угла. 

Учащимся могут быть предложены задачи, в которых требуется от 
руки провести построенне; задачи даются для того, чтобы развить их про- 
странственную интуицию. 
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Задачи. 1) Постгоить линейный угол заданного двугранного угла РАВО, 
зершина которого лежит в заданной точке М на ребэе АВ. 

— №) На грани Р двугранного угла РАВО дана точка К. Построить линейный 
угол данного лвугранного угла так. чтобы одна из сторон линейного ‘гла прошла 
через данную точку К, 

3) Построить куб и линейный угол двугранного угла, образуемого лвумя 
боковыми гранями; нижним основанием и боковои гранью; верхним основанием 
и боковой гранью. 

4) Дан дьугранный угол РАВО; построить противоположный ему лвугранный 
угол и соотеетствующий ему линейный угол. 

5) Дан двугранный угол РАВО, построить смежный ему двугранный угол и 
линейные углы оооих двугранных углов. 

6) Дан двугранный угол РАВО и его линейный угол КЕМ. Провести бис- 
сектрису ГМ линеРного угла и провести плоскость, делящую пополам данный 
двугранный угол. 

7) В кубе через диагонали верхнего и нижнего оснований проведена пло- 
скость 5. Найти величину двугранного угла между плоскостью $ и плоскостью 
боковой грани. 

8) В кубе через противолежащие стороны А.В, и О.С, верхнего и нижиего 
оснований проведена плоскость $. Найти величину двугранных углов, образуемых 
плоскостью 5 с плоскостямн оснований куба. 


$ 20. Перпендикулярные плоскости. 


1. Знакомство учащихся с прямыми двугранными углами позволяет 
перейти к теме „перпендикулярные плоскости“. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: д8е пересекающиеся плоскости взаимно-перпендику- 
лярны, если они образуют прямые двугранные углы. 

Для показа взаимно-перпендикулярных плоскостей используется по- 
движная модель противоположных двугранных Углов; отмечается взаимное 
положение двух стен, стены и потолка, Стены и пола в комнате, рас- 
<сматриваются взаимное положение граней куба и отдельные окружающие 
нас предметы, на которых могут быть показаны взаимно -перпеядикуляр- 
ные плоскости. В связи с рассмотрением признака перпендикулярности 
двух плоскостей: плоскость, проходящая через перпендикуляр к 
другой плоскости, перпендикулярна к последней, следует обратить 
внимание учацихся на то, что через прямую АВ, перпендикулярную 
к данной плоскости Р, можно провести бесчисленное множество плоскостей, 
также перпендикулярных к данной плоскости Р (рис. 80), и что через 
наклонную СДО, образующую с данной плоскостью Р не прямой угол и, 
следовательно, к ней не перпендикулярную, можно провести только одну 
плоскость, перпендикулярную к данной плоскости Р (рис. 81). В самом 
деле, если из произвольной точки С наклонной СО провести к плоскости 
Р перпендикуляр СК, а затем через пересекающиеся прямыг СОР и СК 
плоскость (©, то эта плоскость © перпендикулярна к плоскости Р, так 
как проходит через перпендикуляр СК к плоскости Р, и плоскость @ — 
единственная, которую можно провести через две пересекающиеся прямые, 
прямую СО и один из перпечдикуляров к плоскости Р, пергсекающий 
прямую СО; действительно, если взять на прямой СШ не точку С, а 
какую-либо другую точку, и провести через нее перпендикуляр к плос- 
кости Р, то он будет лежать в той же плоскости ©. 
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Выясняется, что через данную прямую СР можно провести к данной 
плоскости Р только одну к ней перпендикулярную плоскость @, если 
данная прямая СД или параллельна плоскости Р, или лежит в ней. 

Рассматриваются теорема, обратная теореме о признаках перпендику- 
лярности двух плоскостей, и следствие из нее. 

Теорема: если две плоскости Ри @ взаимно-перпендикулярны, 
то перпендикуляр, проведенный из какой-либо точки плоскости Р 
к плоскости ©, лежит в плоскости Р всеми своими точками. 


Теорема доказывается методом доказательства от протньвного. 

Следствие: если две пересекающиеся плоскости (Р и @) перпен- 
дикулярны к одной и той же третьей плоскости (5), то и линия 
их пересечения (ММ) перпеидикулярна к третьей плоскости (5) (рис. 82). 

Весьма существенно показать учащимся, как найти угол между двумя 
непараллельными плоскостями, пересечение которых не дано. 

Этот угол равен одному из углов, образуемых цвумя перпендикуля- 
рами, проведенными к непараллельным плоскостям из произвольной точки, 
лежащей вне этих плоскостей. При построении искомого угла следует 
взять произвольную точку относительно двугранного угла внутри, вне 
или на его грани. Разбор задачи найти 
угол между двумя непараллель- 
ными плоскостями приведен в стабиль- 
ном учебнике. 

2. При проработке приведенных выше 
теорем должны быть широко использованы, 
как вообще при рассмотрении пространствен- 
ных образов, в качестве моделей известные 
учащимся тела: куб, призма, пирамида. Показ 
на телах и на геометрическом ящике взаим- 

Рис. 82. ного расположения прямых и плоскостей в 

пространстве как нельзя лучше содействует 

развитию пространственных представлений учащихся, накоплению ими 

опыта в распознавании пространственных образов и уяснению стерео- 
метрических теорем. 

Запоминание значительного числа теорем и следствий, которыми на- 
сыщены первые главы стереометрии, представляет для учащихся большие 
трудности; с другой стороны, знание этих теорем и следствий из них 
существенно важно для обосноваиия свойств пространственных фигур. 
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Все это вынуждает выделить из общего числа теорем в качестве 
основных те из них, которые учащиеся должны безусловно знать, ибо, 
че зная их, учащиеся не будут владеть той теоретической базой, кото- 
рая необходима, для обоснования в дальнейшем ряда новых положений. 

Ниже приводим такой перечень основных теорем, знание которых 
позволяет обосновать дальнейшие разделы курса. 

1) Если прямая перпендикулярна (ортогональна) к двум пере- 
$екающимся прямым в плоскости, то она перпендикулярна и к са- 
мой плоскости. 

2) Если из внешней точки к плоскости проведены перпендику- 
ляр и наклонная, то прямая на плоскости, перпендикулярная (ортого- 
нальная) к проекции наклонной {к наклонной), перпендикулярна 
{ортогональна) и к наклонной (к проекции наклонной). 

3) Два различных перпендикуляра к одной пласкости парал- 
лельны. 

За) Если одна из параллельных прямых перпендикулярна к 
плоскости, то и другая перпендикулярна к этой плоскости. 

4) Прямая, параллельная какой-нибуль прямой в плоскости, 
параллельна и самой плоскости. 

5) Если через каждую из двух параллельных прямых провести 
по плоскости так, чтобы эти плоскости пересекались, то линия пе- 
ресечения плоскостей параллельна данным прямым. 

6) Две прямые (плоскости), параллельные каждая порознь 
третьей прямой (плоскости), параллельны между собой. 

7) Углы с параллельными сторонами равны или пополнительны 
я лежат в параллельных плоскостях или в одной плоскости, если 
параллельные плоскости сливаются. 

8) Плоскость, пересекающая две параллельные плоскости, пере- 
секает их по прямым параллельным, 

9) Две плоскости, перпендикулярные к одной прямой, парал- 
лельны. 

10) Все линейные углы данного двугранного угла равны. 

11) Плоскость, проходящая через перпендикуляр к другой пло- 
<кости, перпендикулярна к последней. 

12) Перпендикуляр, проведенный из какой-нибудь точки одной 
из двух взаимно-перпендикулярных плоскостей к другой из них, 
весь лежит в первой плоскости. 

13) Если плоскость перпендикулярна к двум пересекающимся 
плоскостям, то она перпендикулярна и к линии их пересечения. 

14) Наименьший из углов, образуемых прямой с прямыми, про- 
веденными на плоскости, есть угол, образуемый прямой и ее про- 
екцией на плоскость. Этот угол и называется углом прямой © плоско- 
тью. 

Отчетливое понимание и знание перечисленных теорем позволит 
учащимся, как уже было указано, вести дальнейшую работу, выполнять 
разного рода построения, разбираться в вопросах, связанных с вычисле- 
нием поверхностей и объемов тел. 

Ограничивая число теорем, знание которых обязательно, мы отнюль 
не думаем утверждать, что, помимо перечисленных теорем, с’ учащимися 
не должны быть разобраны еще и другие теоремы, относящиеся к во- 
просам взаимного расположения прямых и плоскостей в пространстве; 
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напротив, такие теоремы должны быть разобраны с учащимися, так как 
они способствуют лучшему уяснению учащимися отдельных свойств про- 
странственной фигуры, однако необязательно требовать от учащихся 
умения привести исчерпывающее их доказательство, особенно, если тео- 
ремы ‘не предусмотрены программой и не разобраны в стабильном. 
учебньке. 

Вместе с тем следует позаботиться о том, чтобы учащиеся научились 
строить любой геометрический пространственный сбраз, о котором идет 
речь, будь то в теореме или задаче, и свойства которого должны быть. 
рассмотрены и доказаны или отдельные элементы которого должны быть 
построены и вычислены. Всегда надо иметь в виду, что уменне построить 
геометрический образ путем из!отовления его модели, а также правиль- 
но начертить его изображение как нельзя лучше служит выполнению 
одной из основных задач изучения геометрии — развитию пространствен 
ных представлений; в связи с этим должно быть уделено достаточно. 
времени и внимания задачам на построение. 


Задачи и вопросы. 


В нижеследующих задачах, в которых требуется провести построения, по- 
следние делаются от руки; нель задач — развитие номбинаторного мышления т 
пространственной интуиции. 

1. Построить двугранный угол по данному линейному углу АВС. 

2. Построить пр секции данной точки на данную плоскость и дапной прямой 
на даиную плоскость. 

3. Через данную точку М провести плоскость, перпендикулярную к данной 
плоскости Р. ' 

4. Через данную точку /М провести три взаимно-перпендикулярные плос- 
кости, 

5. Провести общий перпендикуляр к двум дангым прямым и определить. 
кратчайшее расстояние между ними. 

6. Провести через данную точку М прямую, пересекающую две данные 
скрещивающиеся прямые АВ и СО. 

7. Дан прямой двугранный угол и внутри его точка А, отстоящая от одной 
из граней на расстояние а, а от другой на расстояние 6. Найти расстояние от 
точки А до ребра двугранного угла. 

8. Двугранный угол равен 120°. Точка К внутри угла отстоит от каждой 
грани на расстояние КА = КВ — а. Найти длину отрезка АВ. 

9. Отрезок АВ упирается своими концами А и В в грани прямого двугран- 
ного угла; проекции отрезка АВ на грани равны а и $, а проекция его на ребро 
равна с. Майти длину отрезка. АВ. 

10. Прямая, лежощая в одной из граней лвугранного угла, образует с другой 
гранью угол а —= 30°, а с ребром угол В == 45°. Найти двугранный угол. 

11. Дан двугранный угол РАВО и внутри его точка М. Провести через эту 
точку М прямую и плоскость, образующую с гранями Р и © равные углы. 

12. Дан прямой двугранный угол; разделить его на три равные части. 

Приведенные задачи далеко не исчерпывают всех задач на построение; при- 
ведеиы задачи основные. При трудностях построения рекомендуется однэвремен- 
иое демонстрирование фактического построения на геометрическом ящике. 


Указания к задачам ц вопросам. 


1. Проводим сперва прямую ИМ перпендикулярно к прямым ВАи ВС (рис. 82), 
т. е. к плоскости $ линейного угла в точке В. Прямые ММ и ВА однозначно 
определяют плоскость Р, а прямые ММ и ВС — плоскосль ©; угол РММО — 
искомый и единственный, если не считать двугранного угла, противоположного 


данному. 
2. Решение приводится в любом учебнике геометрии. 
3. Проводим через точку М, лежащую вне плоскости Р или на ней, прямую 
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ММ | Р и через ММ плоскость ©. Плоскость @ | Р. Однако через прямук- 
ММ можно провести бесчисленное множество плоскостей: О, Ц» О...., следо- 
вательно, и бесчисленное множество плоскостей, перпендикулярных к плоскости 
Р и проходящих через данную точку М (рис. 83}. 

4. Проводим через точку М произвольную 
плоскость Р и затем через ту же точку А в 
плоскости Р две взаимно-перпендикулярные 


Рис. 53. Рис. 84. 


прямые АВ и СО; далее ММ | Р (рис. 84). Прямые ММ и АВ однозначно» 
определяют положение плоскости О | Р, а прямые ММ и СБ — положение 
плоскости $ | Р; при этом О | $, так кк Д АМО а. 

б иб. Решения приведены в стабильном учебнике. й 

7. Строим от руки чертеж, соответствующий условию задачи (рис. 85). 
Перпендикулярь, проведенные из точек В и С на ребро ММ двугранного угла, 
пересекаются в точке А; на ребре ММ. Действительно, перпендикуляры АВ и АС 
однозначно определяют плоскость, которая является плоскостью линейного угла 
даиного двугранного угла РММО, так как она перпендикулярна и к плоскости 
Р ик плоскости ©, а потому она перпендикулярна и к ребру ММ и пересекает 
его в точке Д,. Получим прямоугольннк АВА.С со сторонами аи В, в кото- 
ром 44, — его диагональ, а потому 


АА, = Уз - 67, 


8. Строим плоскость Р; пусть она является одной из граней данного? 
двугранного угла и пусть ММ — его ребро. Проводим через точку А пря- 
мую Д.В, | ММ и, кроме того, прямую А.С, [Р. Затем строим в плоскости, 
определяемой прямыми А.В, и А,Сь, т. е. в плоскости, перпендикулярной к плос- 
кости Р, угол В, А.С: = 120°, Ясно, что прямые ММ и А,0; опоеделяют поло- 
жение плоскости второй грани © двугоанного угла. Разделим теперь линейный 
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Рис. 85. Рис. 86. 


угол В,А4Б) пополам и возьмем на биссектрисе А,К точку К, расстояние кото-- 
рой КА = КВ от граней Ри О равно а. Угол АКВ = 605, а пото у треуголь- 
ник АКВ — равноугольный и АВ —= КА = КВ —а. Укажем, что при вычерчива- 
иии следует плоскость 5 линейного угла В, А:О! заштриховать, этим она более 
четко выделится на рисунке, 

К данному решению не дается рисунок с той целью, чтобы учащийся сам 
по тексту научился воспроизводить рисунок в определенном масштабе при со- 
блюденни угла сокращения ф — 45° и коэфициента сокращения А = 0,5. 
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9. Строим прямой двугранный угол согласно указаниям, данным в задаче 8. 
Пусть точка А лежит на грани ©, а точка В — на грани Р, и пусть проекция 
АВ, отрезка АВ на плоскость @ равна а, проекция его ВА, на грань Р равна 6 
и проекция В; А; на ребро равна с (рис. 86). Обозначив искомый отрезок АВ 
через х, находим: - 

из ЛАА,В; АА = — в", 


из ЛАА,Ви АА — = а? — 65°. 
Из сопоставления полученных равенств имеем: 
д — 0—2? и Ут. 


Надо следить за тем, чтобы учащиеся выполняли построение того или иного 
чеометрического образа в определенной последо-ательности. Так, в данной задаче 
строятся в последовательном порядке: 

1} плоскость В; 

2) плоскость О | В; 

3) точки Ди В в плоскостях Ри 
О и прямая АВ; последнюю следует вы- 
делить, отметив ее, положим, красным 
цветом; 

4) проекция В.А отрезка АВ на 
плоскость ©; для этого следует прове- 
сти ВБ, перпеидикулярно ММ — ребру 
двугранного угла; В. А = а; данную про- 
екцию можно выделить на чертеже цвет- 
ным мелком; . 

5} проекция А! В отрезка АВ на плос- 
кость Р; для этого проводится АА, | ММ, 
ВА, =; данную проекцию следует вы- 
делить на чертеже каким-либо цветным 
мелком, 

Нужно обратить внимание учащихся 
на то, что построение дает четыре пря- 
моугольных треугольника: Л АА,В, 
АЛА,В, ААВВи ЛАВВ и что при 
решении вопроса были использованы 
лишь первые два треугольника, хотя 
могли бы быть использованы последние 
два треугольника. 

10. Строим двугранный угол РММО 
(рис. 87). Пусть прямая АВ образует с 
ребром /ИМ№ угол В = 45°. Если провести 
ВВ: |_@ и соединить точки В: и А, то 
получим Д ВАВ, —=а=30? и тогда 


а 
Рис. 87а. ВВ, — 5. как катет, лежащий против 


угла в 30°. Проведя затем ВС | ММ и соединив точку С с точкой В, находим 
С ВСВ! =х — нскомый линейный угол двугранного угла. Из прямоугольного 


треугольника ВВ,С, в котором Д ВВС = 90°, имеем: зшх = 55 но ВС?-+-С Аз—= 
== а илн 62 - 62 — а?, откуда в = =, а потому зщ х== 9 = Г и х—= 45° 
= а 
Эту задачу можно решить и геометрически, 


Рис. 87. 


а 
Мы нашли, что $ = ——, из треугольника же ВВ:С находим: 


У?’ 
я в а 
вс=у © ч=И т =а. 


“Следовательно, В.С = ВВ, а потому прямоугольный треугольник ВВС — равно- 
бедренный, значит, / ВСВ, = 45°. 
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П. Дан двугранный угол РАВО и внутри его точка М (рис 87а). Если про- 
зести через точку М плоскость $, перпендикулярную к ребру АВ, то получим 
линейный угол ОСЕЁ двугранного угла РАВО. 

а) Чтобы провести через тэчку М прямую, образующую с гранями Ри © 
равные углы, проводим биссектрису СО линейного угла СЕ или биссекторную 
плоскость $5: (на чертеже плоскость АМ№М\,8) двугранного угла РАВО, имея 
в вилу воспользоваться свойством перпендикулзяра к биссектрисе угла, когорый, 
как известно, образует со сторонами угла равные углы, 

Итак, проводим через данчую точку М прямую ЕО, перпендикулярную к СО. 
Эта прямая, пересекая сторону СЕ линейного угла ОСЕ в точке Е и сторону 
СР в точке О, и есть искомая прямая. Действительно, треугольник ЕСО — равно- 
бедренный и, следов тельно, ЕР) образует с гранями данного двугранного угла 
равные углы, так как проекция ОЕ на грань © упалет на СЁ и проезция РЕ 
на грань Р— на СО, потому что плоскости Ои СРЕ и плоскости Р и СОЕ 
взаимио-перпендикулярны. 

Изображение рассматриваемого геометрического образа следует вычертить 
так, чтобы биссекторная плоскость двугранного угла совпала с плоскостью чер- 
тежа; при этом условии учаниеся изеют воз 1ожность весьма просто установить 
на чертеже направление перпенликуляра ЕО, ибо при построении в кабинетной 
проекции можно принять / СОЕ за угол в 45° ($ = 45°). 

6) Плоскость прохолящая через точку М и перпенликулярная к СО, будет 
искомой плоскостью, ибо двугранные углы, образуемые ею с гранями двутран- 
ного угла, измеряются соответственио линейными углами СРО и СЕО, которые 
равны, 

12. Строим прямой двугранный угол и его линейный угол; последний делим 
на три равные части и проводим ч›рез кажлый нз лучей, которые делят линей- 
ный угол на три равные части, и через ребро двугранного угла соответствующие 
плоскости; этими плоскостями двугранный угол разделится на три равных дву- 
гранных угла. 


ГЛАВА И. 


ИЗОБРАЖЕНИЕ ТЕЛ И ИХ СЕЧЕНИЙ В СВЯЗИ 
< КОСОУГОЛЬНЫМ ПРОЕКТИРОВАНИЕМ НА ПЛОСКОСТЬ. 
МЕТОДИЛА ВОПРОСА. 


$ 21. Введение. 


1. Особое внимание должно быть уделено построению изображений 
пространственных фигур на вертикальной плоскости чертежа. Учащимся 
следует указать общие правила и приемы посгроения фигур, а также 
показать и обосновать построение сечений 
в простейшем из многогранников — в част- 
ности в кубе. Такая работа является хо- 
рошей полготовкой для уяснения в даль- 
нейшем вопросов стереометрии; работа 
эта содействует развитию пространствен- 
ных представлений учащихся и приучает 
их давать грамотные, четкие чертежи. 
Чертежи должны выполняться с соблюде- 
нием определенных условий в соответствии 
с принятым масштабом, чтобы можно было 
по ним восстановить и действительные 
размеры изображенных фигур и взаимное 
расположение отдельных их элементов. 
Это тем более существенно, чго не всегда вывод, делаемый на основании 
получаемого только одного зрительного впечатления, верен. Стоит, на- 
пример, посмотреть на рисунок 88, чтобы в этом убедиться. Пристально 
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Рис. 88. 


рассматривая рисунок, мы видим на нем три куба, при этом в одном 
случае кажется, что один куб расположен нзд двумя доугими, в другом 
случае, наоборот, на одном кубе расположены два других куба; повер- 
нув же рисунок на 90°, мы увидим или два куба слева и один справа 
или, наоборот, один куб слева и два кубз справа. Кроме того, на том 
же рисунке усматривается 12 равных ромбов, заполняющих правильный’ 
шести,гольник, три правильных шестиугольника и три ромба и т. п. 

Приемы, которыми пользуются при вычерчизании пространственных 
фигур, отчэсти были уже рассмотрены в настоящей книге; указания, 
достатечные для курса средней школы, даны в стабильном учебнике. 
Можно рэкоменловать кни у В. Гордона „Основы технического чер- 
чения“, Учпедгиз 1985 г., и книгу С. Ю. Калецкого „Черчение 
с элементами начертательной геометрии“, Учпедгиз, 1935 г. 

Считаем нужным сделать еще одно указание, касающееся изображе- 
ния пространственных фигур: це .есообразно для усиления впечатления 
от рисунка вычерчивать линии, удаляющиеся от глаза наблюдателя, с по-- 
степенчо уменьша ощейся их толщиной (рис. 89). 

2. Приводим перечень теорем о проекциях, ко- 
торыми приходится пользоваться при вычерчивании 
пространств нных фигур по методу параллельного 
проектирования; с этими теоремами учащиеся должны 
быть знакомы. 

1) Проекции параллельных отрезков парал- 
лельны. 

2) Проекции отрезков, параллельных плоско- 

Рис. 89. сти проекции, проектируются без сокращения; 
они равны по длине самим отрезкам. 

3) Проекции отрезков, перпендикулярных к плоскости чертежа, 
вообще сокращаются, а прямой угол между данным отрезком и 
плоскостью деформируется; принято в кабинетной проекции эти 
отрезки чаще сокращать вдвое, а соответствующий угол в 90? де- 
формировать в угол, равный 45°. 

4) Проекции пересекающихся отрезков также пересекаются. 

5) Отношение проекций отрезков одного направления равно 
отношению самих отрезков. 

При взполнении чертежа учащиеся должны установить: масштаб,» 
в котором дается изображение фигуры; угол деформирования или сокра- 
щения © для отрезков, перпендикулярных к вертикальной плоскости чер- 
тсжа (чаще ф = 45°); отношение №, коэфициента изменения, в котором 
сокращаются отрезки, перпендикулярные к вертикальной плоскости, 
чертежа (чаще # == 0.5). 

Необходимо обр тить внимание учащихся и на то, что плоскость, 
чертежа следует мыслить расположенной вертикально, другими словами, 
лист, на котором дается изображение фигуры, мыслится прикрепленным 
к вертикатьной стене или к классной доске, причем нижний и верхний 
края листа должны принять горизонтальное направлениз, боковые же 
края листа — вертикальное направление. 


$ 22. Система в проработке темы. 


1. Работу с уча цимися следует начать © вычерчивания прямолинейных 
фигур, лежащих в горизонтальной плоскости, в следующей последова- 
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тельности. Вычерчиваются: прямоугольник и квадрат в двух видах: 
а) одна из сторон параллельна вертикальной плоскости чертежа, 6) диа- 
гональ параллельна вертикальной плоскости чертежа; параллелограм и 
ромб в тех же двух видах; треугольник в разных расположениях; тра- 
пеция; четырехугольник любой формы; многоугольник любой формы и 
в любом положении; можно выделить правильные пяти-, ше.ти-, восьми- 
и десятиугольники, стороны или диагонали которых параллельны верти- 
кальной плоскости чертежа; круг. Указанные построения приведены 
в стабильном учебнике. 

Необходимо требовать от учащихся, особенно вначале, чтобы при 
каждом рисунке приводилась табличка с указанием маснитаба, угла со- 
кращения ф и коэфициента сокращения А, как это показано ниже: 


масштаб 1:7; 
ф== 459; =0,5. 
1 


Эти данные позволяют по данному рисунку непосредственно уста- 
новить действительные размеры фигуры в направлениях принятых осей. 
2. Вычерчивание геометрических тел сл.дует начать с куба. Имеются 
следующие соображения за то, 
чтобы возможно раныше присту- 
пить к вычерчиванию геометриче- 
ских тел и в первую очерздь 
куба: 

1) учащиеся знакомы с кубом 
уже по начальной школе, дру- 
гими словами, задолго до изуче- 
ния систематического курса ‹.ео- 
метрии, и, таким образом, куб и 
отдельные его простейшие свой- 
ства им интуитивно известны; Рис. 90. Рис. $1. 

2) необходимо, чтобы учащие- Неправильные изображения. 
ся по возможности рано приобрели навыки „видеть“ пространственные 
образы и научились изображать их на двумерной лоскости; 

3) четкое и правильное построение изображений геометрических тел 
требует длительных упражнений; когда же учащиеся переходят к вычис- 
лению поверхностей и объемов тел, нет времени заде, живаться на при- 
обретении навыков в их изображении; к тому же теоретическая сторона 
отдельных вопросов, относящихся к телам, быстрее выя няется, если 
учащиеся пользуются правильно и четко выполненными ими самими ри- 
сунками. 

3. Если на такую проработку и приходится затратить в начале про- 
хождения курса стереометрии довольно много времени’ (часть фигур 
учащиеся вычерчивают дома, и лучшие их чертежи вывеэшиваются в классе 
или в математическом кабинете), то такая затрата времени в должной 
мере окупается тем, что учашиеся при наличии навыков в изображе..ии 
фигур более успешно продвигаются вперед. 

Нередко приходится встречаться даже на выпускных испытаниях в 
старших классах с весьма странными изображениями тел на плоскости: 
правильная четырехугольная пирамида изображалась, например, так, как 
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показано на рисунке 90, иначе говоря, учащийся вычерчивал основание 
пирамиды — квадрат и, взяв вне его произвольную точку, соединял ее 
с вершинами основания; правильные треугольные призма и пирамила 
изображались, как показано на рисунке 91. Надо решительно бороться с 
такого рода неграмотными чертежами. Добиться же выполнения учащимися 
грамотного чертежа можно при условии своевременного "введения при 
проработке курса геометрии раздела „построение фигур“ и неуклонного 
требования от учащихся представления чэткого и аккуратно выполнен- 
ного чертежа. 


$ 23. Примеры изображений. Построение простейших фигур. 
Примерное решение задач на построение. 


Задача 1. Построение треугольника. 

Треугольник со сторонами а = 12см, В==10см и с —18 см лежит 
в горизонтальной плоскости так, что меньшая его сторона параллельна 
вертикальной плоскости чертежа. Построить изображение треугольника 
на вертикальной плоскости чертежа, если принять масштаб 1:4, ф== 459 
и Е—0,5. 

Прежде чем приступить к построению требуемого изображения тре- 
угольника, надо его построить по трем данным сторонам в соответствии 
с правилами планиметрии, предварительно исследовав, можно ли построить 
треугольник по заданным условиям и каков. его вид по отношению к его 
углам. 

Убеждаемся, что 


рае и са 
а потому треугольник возможен; кроме того 
ера”, 


что указывает на то, что треугольник тупоугольный. 
Когда выполнен указанный анализ, строится треугольник; его изобрз- 
жение дано на рисунке 92а в масштабе 1:4, т.е. стороны на рисунке со- 
ответственно равны 3, 2,5 и 4,5 см. Затем вы- 
А черчивается, соглас о данным выше указаниям, 
` изображение плоскости Р с тем, чтобы лучше 


Рис. 92а. Рис. 926. 


ориентироваться при выполнении дальнейших построений. На построенной 
плоскости Р следует после этого прежде всего построить „базис“ ММ 
(рис. 996), параллельный нижнему краю листа, и отложить на нем от 
какой-нибудь его точки, например точки В, в соответствии с рисунком 92а 
отрезки ВС=а и СО, равный проекции стороны АС на процолжение 
стороны ВС. Далее, зная, что угол сокращения ф—=45°, нужно провести 
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прямую ДА, образующую с ВС угол в 45°, и на ней отложить отре- 


:0к ДА, равный половине высоты Й„, так как = 
нив точку А с концами В и С отрезка ВС, голучим искомое изображе- 
ние треугольника АВС. 

Для усиления наглядности и четкости рекомендуется прямые углы 
как в изображении самэй фигуры, так и в начерченном изображении 
плоскости отметить цветным мелом или карандешом одинако. ыми по 
цвету дугами; стороны заданной фигуры вычертить несколько жирнее 
остальных вспомогательных линий; записать табличку с указанизм мас- 
штаба, угла $ и коэфициента & сокращения. 

Можно при желании заштриховать начерченное изображение искомой 
фигуры. 

Считаем нужным указать, что всякое построение целесообразно исполь- 
зовать для повторения отдельных разделов планиметрии. Так, можно 
вычислить й, по формуле 


= Уре 9 вЫ И 


; наконец, соеди- 


и тогда на рисунке 926 отрезок АД, в соответствии с коэфициентом сокра- 


} 
щения А 5- и масштабом 1:4, должен приближенно равняться 1,2 см; 


таким образом, вычисление позволяет проверить правильность сделанного 
построения. 

Задача 2, Построение куба. 

Куб, ребро которого а =10 см, поставлен на горизонтальной пло- 
скости так, что передняя грань его параллельна вертикальной плоскости 
чертежа. Построить изображение 
куба, если известно, что масштаб 
1:4, 9=45? и #==0.5. 

На рисунке ребро куба должно 
равняться, согласно заданному мас- 
штабу, 10:4==2,5 см. 

Прежде всего строится изображе- 
ние плоскости Р, на которой пом-- 
щен куб, а затем вычерчивается на 
ней по известным правилам изобра- Рис. 93. 
жение квадрата основания куба 
(рис. 93). После этогс проводятся с помощью чертежного трзугольника 
в вершинах построенного изображения квадрата А/В.С.0, прямые, пер- 
пендикулярные к Нижнему краю изображелия плоскости Р. На этих 
пернендикулярах откладывают с помощью циркуля от точек А., В., С, 
и О), отрезки А.А, = В,8.=0С,:С, =2.0., =а — ребру куба; построен- 
ные прямые параллельны вертикальной плоскости чертежа, не искажа- 
ются и остаются параллельными. Соединив в последовательном порядке 
точки А,, В., С, и 0О., получаем изображение заданного куба в каби- 
нетной проекции. 

Для болыней четкости чертежа ребра 2.А., 2.С, и р 2, выходящие 
из вершины Д, куба, вычерчиваются пунктиром; ребра передней грани 
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даются более жирными линиями, нежели остальные; ребра В.С., В.С. 
и 4,0), могут быть вычерчены с постепенным утончением линий. 

Когда изображение построено, можно задать учащимся примерно 
следующие вопросы: 1} какие отрезки — ребра куба — не искажены, 
2) какие отрезки — ребра куба — искажены и как, 8) какие углы иска- 
жены и как. В последнем случае на1о указать на то, чго некоторые 
прямые углы на чертеже, как, например, / 4,0.С, = / А.В, С., и со- 
ответствующие углы верхней грани равны 1359; то же относится и к 
углам боковых граней, как левой, так и правой. Небесполезно указать 
учащимся, что хорошо вычерчивать сперва все отрезки пунктиром, а затем 
провести по пунктирным линиям те линии, которые должны быть сплош- 
ными, и, наконец, стереть те части линий, которые для заданного ри- 
сунка не нужны. 


1. Построить изображение равнобедренной трапеции 
АВСО, в которой АВ ‚ СО, со сторонами АВ —= а = 12 см, 
Зад-чи на ВС -БА =8см и СР бем, если известно, что она 
пос, роеные. " - ме ` ) 
расположена на горизонтальной плоскости и диагональ ее 
ВО параллельна вертикальной плоскости чертежа. Масштаб 
1:2, $— 45° и Ё- 0,5. 

2. Постровть из `бражение дельтоида, диагонали которого 4, = 12 и 4. =6 
и большая из них делится меньшей в отношении 1:2, если известно, что дель- 
тоид расположен на горизонтальной плоскости и меньшая диагональ его парал- 
лельна вертикатьной плоскости чертежа. Маслатаб 1:1, ф = 45° и Е —= 0,5. 

3. Построить изображение куба, ребро которого а = 8 ом, при этом куб по- 
ставлен на горизонтальную плоскость так, что диагональ 4.”; его основания 
С параллельна вертикальной плоскости чертежа. Масштаб 1:20, $ = 45° 
и А- 05. 

Соединить в полученном изображении вершины В; и Да, Ви ПО» Аи С, 
Аз и С» Ари Со, Ади (и указать все отрезки, которые при таком изображе- 
нии не искажены. 

4. Правильный восьмиугольник со стороной а==6 см лежит в горизонталь- 
иой плоскости так, что меньшая е!0 диагональ параллельна вертикальной плоско- 
сти чертежа. Построить его изображение на вертикальной плоскости чертежа. 
Масштаб 1:1, $= 45° и = 0,5. 


. Указания к задачам. 


1. Сперва следует построить с соблюдением масштаба трапецию по прави- 
лам планиметрии и провссти из вершин Аи С перпендикуляры АЛ: и СС, к 
диагонали зД. Затем, приняв за основание диагональ ВО с отмеченными на ией 
основаниями А; и С; перпендикуляров, выполняют построение согласно ука- 
занным выше правилам. 

2. Задача сводится к построению двух равнобедренных треугольников 
с общим основанием 6 и с высотами 4 и 8, составляющими продолжение одна 
другой. 

3. ПИэстроение куба дано в стабильном учебнике. Неискаженными будут 
отрезки А,С+, АэС,. все боковые ребра и А,Сь и АС, — диагоиали куба. Здесь 
может быть дано определение диагонали куба как отрезка, соединяющего вер- 
шины, которые не принадлежат одной грани куба. 

4. Сперва следуег построить правильный восьмиугольник по правилам плани- 
метрии, зат.м проводят в нем в последовательном порядке 4 меньшие его диаго- 
нали, ' бразующие ьвазрат, и большую диагональ, параллельную двум сторонам 
этого квадрата, после чего строят по известным правилам изображение вос ьми- 
угольника. 


8 24. Сечения геометрических тел и их изображения. 


1. Большое значение имеет для развития пространственных представ- 
лений учащихся построение сечений многогранников, например куба. 
Приобретенные учащимися знания, сколькими и какими элементами 
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хпределяется положение плоскости, достаточны, чтобы приступить к по- 
<троению сечений. Эту работу следует выполнять со всей тшательностью; 
она в значительной мере способствует тому, что учащиеся нзучаются 
лучше видеть и „чувствовать“ пространственные образы, разбираться 
в самых разнообразных сечениях прямых и плоскостей. Известно, что эта 
именно сторона до сего времени все же является самым слабым местом 
в постановке преподавания геометрии в сродней школе. 

2. Проработку вопроса следует начинать с пересечения двух пересе- 
кающихся плоскостей третьей, поле жение которой определяется тремя 
точками или прямой и точкой, взятыми на данных плоскостях. 

Задача. Плоскости Ри @ пересекаются по прямой АВ (рис. 94). 


На плоскости Р дана точка К, на плоскости О — точка / и на линии 
чересеч2ния АВ плоскостей Ри Ч — точка М. Пэовести через данные 
‚три точки А, ри М сечение 5 и построить прямые, по когорым пло- 
<кость 5 пересечет плоскости Ри О. 


Постровнив. По условию точки К и М лежат в плоскостях 
Ри $, а потому и прямая АЛ, соединяющая точки А и М, лежит 
в оЗеих плоскостях; по условию точки Ги М лежат в плоскостях О и $, 
следовательно, прямая /./М, соединяющая точки Ё и М, лежит в обеих 
ялоскостях. Положение искомой плоскости 5 определяется тремя точ- 
ками К, Ги М, не лежащими на одной прямой. Искомое сечение $ 
на рисунке 94 заштриховано. 

Такого же рода задачу следует дать учащимся в несколько усложненном 
виде; следует задать две из точек, положим точки К и М, а тем са- 
мым — и прямую АЛ в плоскости Р, третью же точку Ё— в плоско- 
сти О (рис. 95). 

Для построения искомого сечения проводим в плоскости Р пря- 
мую АМ. Прямые КМ и ВА лежат в плоскости Р и в плоскости 5 
сечения, следовательно, и точка их пересечения № лежит в обеих пло- 
<костях Ри $. Эта точка № лежит на прямой ВА, которая также при- 
надлежит плоскости О, а потому точка № лежит и в плоскости @9 
и в плоскости $; значит, и прямая №. лежит в обеих плоскостях, Фи $, 
и, таким образом, прямые КМ и [А являются теми прямыми, по кото- 
рым плоскость $5 сечения пересекает данные плоскости Ри 0. 

В том случае, когда КМ || ВА (рис. 96) слелует провести в плоско- 
<ти О через точку [. прямую [М1 КМ; тогда две параллельные прямые 
АМ и ГМ определят положение секущей плоскости 5. 

В качестве упражнения можно задать учащимся построение сечения, 
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если даны две плоскости Ри ©, пересекающиеся под прямым или ту- 
пым углом. 

Если плоскость Р || О и точки К и М лежат в плоскости Р (рис, 97), 
а точка №М— в плоскости О, то проводим в плоскости Р прямую МК; 


Рис. т. 


эта прямая принадлежит плоскости 5 сечения; затем через точку Г. на 
плоскости © и прямую МК проводим плоскость 5; она пересечет пло- 
скость С по прямой №, параллельной МК и плоскости Р. 

Анализ фигур, полученных при пересечении двух плоскостей третьей, 
покажет учащимся, что в одном случае три плоскости, попарно пере- 
секаясь, имеют одну общую точку М и образуют трехгранчый угол 
с ‘вершиной М; в другом 
случае линии пересечения 
трех попарно пересекающих- 
ся плоскостей параллельны: 
МК || №. | АВ, в, таким обра- 
зом, образуется призматическая 
поверхность; с такой поверхно- 
стью учащиеся уже знакомы 
Рис. 58. по начальному курсу геометрии. 

Следует остановиться и на том случае, 
когда точки Ки М, взятые на плоскости Р, 
расположены так, что прямая КМ | АВ; 
вращением прямой №. вокруг точки № в 
плоскости © (рис. 98) можно привести М. в. 
такое положение №Ё., чтобы №. была пер- 
пендикулярна к АВ, тогда / КМ. — линей- 
ный угол двугранного угла РАВО. 

Если двугранный угол РАВОШ— прямой, 
и, следовательно, линейный угол его. 
/ КМ = 90° (рис. 99). то при точке М 
нмеются три прямых угла. Не лишне указать 

Рис. 99. учащимся, что при каждой вершине куба 
имеегся по три прямых угла. 

3. Когда учащиеся на рассмотренных примерах ознакомились с про- 
стейшими построениями сечений, следует перейти к построению сечений 
в кубе, соблюдая при этом определенную последовательность нарастания 
трудностей построения. 

Учащимся предлагается построить изображение куба, ребро которого 
а— 20см, при масштабе 1:5, ф —=45° и &=1:2, и провести плоскость 
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через вершины А, 2; и С— концы ребер РА, РС и РБ;, выходящих 
из одной вершины Д (рис. 100). 

Тремя точками однозначно определяется положение плоскости, а по- 
тому, соединив прямыми точки А и 0. А иС, Си Ш;, получим 
сечение кубз плоскостью 5: это сечение — треугольник О.АС, его сто- 
роны лежзт на гранях куба. Полезно предложить учащнмся вычислить 
стороны и углы полученного в сечении треугольника, а также и площадь 
самого сечения. Каждая из сторон треугольника сечения есть диагональ 
квадрата — грани куба—и равна а 2, следовательно, АВС — 
равносторонний, и каждый его угол равен 60°, Площадь сечения вычис- 


ляется по формуле , 
2 32/8 УЗ 
5 — муз УЗ вы, ед. 


Если не изменять положения точек А и С, точку же 0), переме- 
щшать вдоль ребра по направлению к вершине О, то сечение куба пло- 
скостью дает ряд равнобедренных треугольников. 

Следует предложить учащимся самостоятельно решить задачу для. 
случая, когла точка Л, расположена на середине ребра ОО.. Нужно 


Рис. 100. Рис. 101. 


проследить вместе с учащимися, что в том случае, когда точка С. сов- 
падает с точкой Д, плоскость искомого сечения совнадет с плоскостью- 
основания АВСО. Учащиеся находят также стороны и пзощадь сечения, 
проходящего через середины ребер РА и ОС и вершину О. (равнобе- 
‚ дренный треугольник), и определяют, если они знакомы с тригонометрией, 
углы треугольника сечения. Учащиеся увидят, что в сечении могут полу - 
‘читься различного вида треугольники по отношению к их углам: и пря- 
моугольные и остроугольные; первые — только в предельном случае, когда 
О. совпадает с 0), и тогда, например /\ АСО составляет половину 
основания. 

Для самостоятельной проработки учащимся может быть дана задача: 
на каждом из трех ребер куба, выхолящих из олной вершины, взято 
по одной точке, К, ри М; постройть сечение, проходящее через эти 
три точки. 

Задача. Дан куб, требуется провести сечение через вершины А, и С, 


куба и точку К на ребре А.О, (рис. 101). 
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Прямые А.С; и А.К принадлежат плоскости сечения, так как, по усло- 
вию, точки А", ‘С, и. К должны лежать в плоскости, сечения. Плоскость 
<ечения пересекает плоскость нижней грани куба ‘по прямой А.С, а 
плоскость верхней грани куба она должна пересечь по прямой АМ, парал- 
лельной 4.С., а потому, проведя КМ | А,С.,, получаем еще одну точку 
М на ребре О,С,, принадлежащую плоскости сечения; следовательно, и 
МС, принадлежит плоскости сечения. Прямые А.С, А.К, КМ и МС, 
лежат на гранях куба и образуют четырехугольник А.С, МК сечения ку- 
‘ба плоскостью, проходящей через данные три точки А., С; и К. 

Получен ый в сечении четырехугольник — трапеция, у которой 
А; С, 1 КМ, и притом равнобедренная; из равенства прямоугольных 
треугольников А.О. и С.0.Ё, имеющих общий катет О,{[. и равные 
жатеты АО, и О.С,, следует, что 4.Ё=С.[., а потому треугольник 
А,ЁС, — равнобедренный, следовательно, и трапеция А.С, МК —равно- 
“бедренная. 

После разбора этой задачи можно предложить учащимся провести 
в кубе сечение через вершины А, и В, и середину К ребра С.С. и 
вычислить сгороны полученной в сечении трапеции и площадь сечения, 
если известно, что ребро куба равно а. 

Задача. Построить се'ение куба плоскостью, проходящей через его 
вершины О, и В, и точку К, взятую на ребре С.С, (рис. 102). 

Проводим прямые В.К и О.К; они принадлежат, согласно условию, 
‚плоскости сечения. . 

Точка Г пересечения прямых В.С, и В.К принадлежит плоскости 
кечения 5, плоскости правой грани и плоскости верхней грзни куба. 
Прямая ГО, принадлежит 
плоскости сечения $ и 
плоскости верхней грани 
куба, и точка пересечения 
М прямых ГО, и В.А, 
принадлежит плоскости 
сечения 5, плоскости 
верхней грани и плоско- 
сти передней грани куба; 
следовательно, прямая 
МВ, принадлежит перзд- 

Рис. 102. ней грани куба и плоско- 
сти сечения $ и отрезок 
№ В, есть линия пересе- 

‘чения плоскости сечения 5 с передней гранью куба, и четырехугольник 
МВ.КО, — искомое сечение 5. 

Если использовать теорему о параллельных плоскостях, то построение 
значительно упрощается. В самом леле, проведя прямые В.К и КО,, 
проводим О,М КВ. и соединяем затем точку М№ с точкой В, тогда и 
№в, {О.К и четырехугольник В, КО, № — параллелограм. 

Если, взять точку К на середине ребра С.С., то получится ромб; 
если же точка К совпадет с вершиной С, куба, то получаемый в сечении 
четырехугольник обратится в прямоугольник, который и будет диагональ- 
ным сечением куба. 

Если, наконец, данные три точки совпадают с серединами трех боко- 
вых ребер, то в сечении получится квадрат, равный основанию куба. 

74 


Соответствующим подбором положения трех точек на ребрах куба 
можно получить в сечении, как было показано, всевозможные четырех- 
угольники. Четырехугольник может получиться в сечении только при 
условии, что плоскость сечения пересекает четыре грачи куба; поэтому 
ясно, что, по крайней мере, двз противолежащие стороны четырехуголь- 
ника сечения будут параллельны, ибо, по крайней мере, две из четырех 
любых граней куба параллельны, следовательно, сечение куба плоскостью 
может дать следующие четырехугсльники: трапецию, параллелограм, пря- 
моугольник, ромб и квадрат. 

Задача. Дан куб 4.8,^.0.А,В,С.О,. Провести сечение через его 
вершину А;, точку К на ребре 4,0, и точку Ё на ребре В.С, 
{рас. 103). 

Прямые А.К и А.Г. принадлежат плоскости сечения. Проводят затем 
КМ || А.Ё и [ГМ | А.К, тогда отрезок ММ на задней грани куба замыкает 
контур сечения, 


Рис. 103. Рис. 104. 


Следует рассмотреть и случай, когда плоскость сечения пересекает 
все шесть граней куба, и сечение куба — шестиугольник. 

Задача. Дан куб А.В, СО,А,В,С,О, и точки К, Ги О на его реб- 
рах 4,0, В.С. и А,В,. Провести через эти три точки сечение 


(рис. 104). 

Проводим прямую ОЁ, она лежит в плоскости сечения $’ и в плоско- 
сти нижнего основания куба. 

Прямые ОЁ и АО, лежат в олной плоскости, следовательно, в ней 
лежит и точка их пересечения А. Итак, точка А принадлежит плоскости 
нижнего основания куба, плоскости сечения 5 и плоскости левой боковой 
грани куба. 

Прямая АК принадлежит и плоскости левой боковой грани куба и 
плоскости сечения 5, и отрезок УК — одна из сторон искомого сечения; 
точно так же и отрезок ЛО нЯ передней грани куба — сторона искомого 
сечения 9. 

Когда найдены три стороны ОЁ, УК и ЛО сечения 5, то остальные 
его стороны получаются, если провести ОД || КМ, МЕ] УК и ММ] 0 
или же соединить в последнем случае точки № и М. 
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4. Рассматривая сечения, изображенные на рисунках 100, 101, 102, 103 
и 104, мы видим, как то или иное положение заданных на гранях куба 
трех точек влияет иа форму сечения. Так, сечение, полученное при рас- 
положении трех заданных точек на концах ребер, выхолящих из одной 
вершины куба (рис. 100), переходит из треуго ьника в четырехугольник, 
пятиугольник или зместиугольник по мере того, как одна, две или все 
три первоначально заданные точки перемешаются вдоль соответствующих 
ребер куба. Так, если в сечении, даннсм на рисунке 100, переместить точ- 
ку 2; выше по ребру ОД,, то сечение примет ф рму, данную на рисунке 
101; если затем в сечении, изображенном на рисунке 101, переместить 
точку С, по ребру С.В, по направлению к точке В,, то сечение примет 
форму, данную на рисунке 103; если, наконец, в сечении, показанном на 
рисунке 103, переместить точку А, по ребру А; 8, по направлению к точке 3, 
в точку О, то сечение переходит в шестиугольник (рис. 104}. 

Итак, при пересечении куба плоскостью можно получить или тре- 
угольник, или четэрехугольник, или пятиугольник, или шестиугольник. 
Понятно, что при пересече- Е 
нии куба плоскостью нельзя „71 
получить многоугольник, чи- 
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Рис. 105. Рис. 106. 


Можно предложить учащимся построить сечение, прохолящее через 
три точки К, Ри М, взятые на серединах каких-либо ребер куба, не 
являющихся сторонами одной грани, доказать, что полученный в сечении 
шестиугольник — правильный и вычислить его плошадь, если известно, 
что ребро куба равно а. Решение дано в стабильном учебаике. 

Задача. Даны куб и сечение куба АЁМ. На основании куба дана 
точка №. Найти построением точку пересечения плоскости треуголь- 
ника КЁ с прямой А.М (рис. 105). , 

Проводим через точки А., А. и М, плоскость А, А.Е,Е.; она пере- 
сечет плоскость верхней грани куба по прямой А,Ё. || А, М, и плоскость. 
задней грани по прямой Е.Е, || А, А,; понятно, что в полученной плоскости. 
лежат и прямая А,№ и искомая точка пересечения прямой А, М, с пло- 
скостью КЕМ. Точка М№ пересечгния прямых А.Е, и МЁ принадлежит 
плоскости верхнего основания куба, плоскости сечения КЕМ и плоскоств 
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А.А,Е.Ео; значит, и прямая КА принадлежит плоскости сечения АЁМ 
и плоскости 4.4.Е,Е‚, а, потому точка О пересечения прямых АМ№и 
А,№ — искомая точка. 

Следует остановиться еще на задаче: построить сечения куба, если 
точки К, Си М расположены на ребрах куба так, что ни одна из пря- 
мых КЁ, КМ и /.М не лежит на какой-либо грани куба (рис. 106). 
Разбор и решение этой залачи даны в стабильном учебнике. 

Видоизменяя условия рассмотренных выше задач, преподаватель имеет 
достаточно разнообразный материал для составления задач. Необходимо 
только всегла предварительно весьма тщательно просмотреть каждый из 
задаваемых учащимся вопросов. 


$ 25. Метрические зависимости между элементами 
фнгур и их проекциями. 


1. Геометрические фигуры изобр: жаются методом 
Проекция угла проекционного черчения. Указания о методе проек- 
на плоскость. ционного черчения, необходнмые для целей средней 

школы, даны в стабильном учебнике, где приволятся 
построения проекций некоторых тел на одну, две и три плоскости. Более 
подробные сведения о проекционном черчении и методические указания 
можно найти в любом учебнике проекционного черчения, например 

в упомянутых уже книгах В. Гордона и С. Ю Калец ого. 

В настоящей книге остановимся лишь несколько подробнее на проек- 
циях угла и плоской фигуры на плоскость. 

Проекцией угла на плоскость называется угол, образуемый направ- 
лениями проекций его сторон. 

Если плоскость проектируемого угла параллельна плоскости проекций, 
то проекция угла равна самому углу: необходимо указать, что проекция 
угла может быть и больше и меньше проектируемого угла; в данном 
случае нет полной аналогии с проекциямн отрезков, которые не могут 
оказаться больше проектируемого отрезка. 

Теорема. Если из внешней точки А проведены к плоскости Р 
две равные наклонные АВ и АС, то угол, образуемый этими на- 
клонными, меньше угла, образуемого направлениями их проекций 
на данную плоскость Р. 

Следует указать учащимся, что с понятием о наклонной всегда связано 
понятие о перпендикуляре, поэтому надлежит пра вычерчивании наклон- 
ной проводить прежде всего перпензикуляр из той же точки, из которой 
проводится наклон ая; нужно также иметь в виду, что, прежде чем строить 
наклонные, следует провести на плоскости п‚оекции наклонных. 

Так, в ланной задаче проекции наклонных равны, ибо по условию 
равны наклонные. 

Приступая к решению задачи, надо построить изображение плоскости Р 
и из внешней точки А провести к плоскости Р перпендикуляр АО, 
равные проекции ОС и ОВ, ОС = ОВ, и, наконец, наклонные АВ и АС 
{рис. 107). Соединив точки В и С, получим равнобедренный треуголь- 
ник ВОС, который является проекцией равнобедренного треугольника ВАС. 
Требуется доказать, что /Х ВАС / ВОС. 

Высота АД треугольника ВАС проходит через середину ДО стороны ВС. 
Если повернуть треугольник ВАС вокруг стороны ВС так, чтобы 
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плоскость его совпала с плоскостью Р, то получаюшаяся при этом фигура 
ВОСА, — дельтоид, так как ВО =ОСи А.В =А.С и диагонали его 
ВС и ОА, взаимно- перпендикулярны; диагональ Олд, является вместе 
с тем осью симметрии: /1==Д2 и ДЗ= 4. 
Рассмотрим треугольник 
ОСА}; в нем ОС СА., ибо 
| ОС« АС, а АС=СА,; сле- 
довательно, /2> /4. Так 
жи И! (3, а потому 
ИТЕИ Из 4, сле 
довательно, //БОС>>/ ВА С, 
но / ВАС == Д ВАС, а пото- 
му /ВОС> / ВАС. 

В случае, если обе наклон- 
ные АВ и АС лежат в одной 
плоскости, перпенликулярной к 
плоскости Р, т. е. в одной 
плоскости с перпендикуляром 
АО, угол, образуемый проек- 
циями наклонных ВО и ВС, 
равен 1809; ясно, что ДВАС<х 1809. 

2. Рассмотрим на том же рисунке 107 угол ОВО- проекцию угла АВР. 

Треугольники АВР и ОВО — прямоугольные, вершины Р прямых 
углов этих треугольников совпадают, а потому 


0вр-+ Д рав= 90? == ДАВО + Д РАВ, 
но /РОВ> /РАВ или /\> (3, как доказано выше, а потому 
/ ов < / АВО, т.е. / ОВР — проекция угла АВО-—- меньше са- 


мого угла АВО. . 
Если взять внешний угол АВВ. треугольника АВС, то его проекцией 


Рис. 107. 


будет / ОВВ., но | 
Д АВВ, + ДАВЬ=?4 = 
—/ овв;-- / ОВР. 


По доказанному / АВО >> / ОВР, 
а потому / аВВ, < Д ОВВ,, т. е. 
угол ОВВ, — проекция угла АВВ, — 
больше самого уга АВВ.. 

3. Особое внимание следует уделить 
проекции прямо'о угла. 

Теорема. Если хотя бы олна сто- 
рона прямого угла параллельна 
плоскости проекций или лежит в ней, 
то проекция прямого угла — тоже 
прямой угол. Рис. 108. 

Пусть дан прямой угол АВС, сто. 
рона которого АВ | Р (рис. 108). Проводим через сторону АВ угла АВС 
плоскость © || Ри проектируем угол АВС на плоскость Р; тогда ВА пер- 
пендикулярна к ОВ на основании теоремы о трех перпендикулярах и 
// АВО — проекция угла АВ на плоскость @ — прямой угол. Отсюда сле- 
дует, что и угол А,В,С, — проекция угла АВС на плоскость Р — прямой. 
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Не трудно доказать и обратные теоремы: 1) если хотя бы одна из 
сторон проектируемого угла параллельна плоскости проекций и: 
проекция этого угла на плоскость — прямой угол, то и проектируе- 
мый угол — прямой, и 2) если проэкция прямого угла на плоскость 
проекций — также прямой угол, то, по крайней мере, одна из его 
сторон параллельна плоскости проекций. 

1. Следует расс отреть зависимость между пло- 
Проекция пло- щалью плоской фигуры и площадью ее проекции на 
ской фигуры данную плоскость. 
на плоскость. Предварительно необходимо напомнить учащимся 
о зависимости между длиной отрезка АВ, длиной его 
проекции А.В. на плоскость и косинусом угла а, образуемого направле- 
нием самого отрезка и его проекцией, и записазь эту зависимость фор- 
мулой: А.В, = АВ.с0$а. Формула 
указ „вает, что длина проекции 
отрезка на плоскость равна длине 
проектируемого отрезка, умножен- 
ной на косинус угла между на- 
правлениями отрезка и его про. 
екции. 

Следует при этом рассмотреть, 
чему равна проекция отрезка при ! 
любом значении угла @. Лля этого ' 
удобнее всего расположить рассматри- : 
ваемый отрезок в плоскости, парал- 

р 
1 
т 
| 
1 
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лельной вертикальной плоскости чер- 
тежа и, следовательно, пПерпендику- 
лярной плоскости проекций. 

Пусть дан отрезок АВ и плос- 
кость проекций Р (рис. 109). Вра- 
щая отрезок АВ вокруг его конца 
А по направлению, противополож- Рис. 109. 
ному движению часовой стрелки, и 
строя про-кции отрезка для каждого его нового положения, записываем 
зависимость между отрезком АВ, его проекцией и косинусом угла, 
образуемого отрезком и его проекцией. 

Когда отрезок АВ перешел в положение АВ, и образует угол & 
с направлением его проекции ОК,, имеем ОК, = АВ.с0$4. С увеличе- 
нием угла а от 0° до 909 с05$ д уменьшаегся, следовательно, уменьшается 
и длина проекции отрезка. При а&=90°, соза==соз 90° =0 отрезок 
проекции обращается в точку и длина его равна нулю: 


ОК, = АВ, -соз 90° —= АВ. .0=0. 


Такой разбор позволяет проследить, как изменяется проекция радиуса: 
круга на его диаметр при различных значениях угла а, и ввести понятие 
о направлении отрезка ОК’ от центра в одну сторону и ОА, — от центра 
в другую сторону. Следует отметить, что вращательному движению точки В 
по окружности соответствует колебательное прямолинейное движение ее 
проекции по прямой КХ,. 

2. Переходя к рассмотрению проекций плоских фигур, следует начать. 
с рассмотрения треугольника, одна из слорон которого параллельна 
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ялоскости проекций. Помимо разбора, имеющегося в стабильном учебнике, 
приводим здесь несколько иной разбор. 

Пусть сторона АВ треугольника АВС параллельна плоскости проек- 
ций Р (рис. 110). Проводим через АВ плоскость © || Р и спроектируем 
треугольник АВС на плоскость @. Если Ср — высота Л АВС, то проек- 
ция этой высоты ОД — высота Л ОАВ. Обозначив угол СДО, линейный 
угол двугранного угла САВО, образуемого плоскостью треугольника АВС 


и плоскостью @, через а, имеем: р с0 а; но площ. Авс=У аАВ.СО 


плош. АВС _ Ср _ 1 
площ, АВО `` ОР’ с05а 


и площ  АВО == 7 АВ-ОР, а потому 
плош. АВО —= площ. АВС-с0$ а, 
С другой стороны, Л АВО = АА. В, С, , следовательно, площ. 4,8:С. = 
= площ. АВС-со$а. 
с 


ъ 


Рис. 110. 


Если ни одна из сторон А АВС не параллельна плоскости“Р (рис. 111), 
то проводим через вершину В треуго ьвника АВС плоскость ©! Р, про- 
должим сторону СА до пересечения с плоскостью @ в точке Ди, нако- 
нец, соединим точку О с точкой В. В таком случае треугольники 
СОВ и САВ лежат в одной плоскости, и плоскости их наклонены к 
плоскости ©, а следовательно, и к плоскости Р под одним и тем же 
углом а; значит, 

пл. С,0.8, = пл. СОВ.соза, 
пл. 4.0.8; == пл. АДВ-соза, 
откуда 
пл. С10.В. — пл. А.0.,В.= (пл. СБВ — пл. АДВ).соза, 
или 
пл. 4,В.С, = пл. АВС-соза. 


Итак, площадь проекции треугольника равна площади проек- 
тируемого треугольника, умноженной на косинус угла, образуемого 
плоскостью треугольника и плоскостью его проекции. 
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Следует рассмотреть случай, когда & = 0, следовательно, с0$ @ ==60$9 = 
—=1; в этом случае плоскость треугольника параллельна плоскости 
проекций, и площади треугольиика и его проекции равны; если же 
а==90°, то с0за==с0$ 90° -=0, и проекция треугольника обращается 
‚в отрезок, ибо треугольник лежит в плоскости, перпендикулярной ало- 
скости проекций, и площадь проекции треугольника равна нулю. 

:3. Переход от треугольника к многоугольнику не представляет за- 
труднений, ибо многоугольник может быть разбит диагоналями на тре- 
‘угольники, к каждому из которых применима полученная теорема, а потому 
сумма площадей проекций треугольников равна сумме плозжадей проекти- 
руемых треугольников, умноженной на косинус угла, образуемого 
плоскостью многоугольника и плоскостью его проекции. 

Следует заметить, что площадь проекции любой плоской фитуры, 
ограниченной любым контуром, равна площади фигуры, умноженной на 
косинус угла, образуемого плоскостями фигуры и ее проекции. 

В самом деле, любая фигура может быть разбита на треугольники 
или многоугольники, для которых теорема верна, а потому она верна и 
для суммы площадей всех этих фигур и в пределе — для криволинейной 
лоской фигуры. 

Необходимо указать учащимся на практическое применение сделаннсго 
вывода при вычислении поверхности крыши строения, если все скаты 
жрыши наклонены к горизонту под одним и тем же углом. При этом 
‘условии нужно площадь основания строения разделить на косинус угла 
аклона скатов крыши, чтобы получить ее площадь; надо заметить, что 
углы скатов крыши зависят от материала, из которого сделана крыша. 


ГЛАВА УИ. 


МНОГОГРАННЫЕ УГЛЫ. МЕТОДИКА ВОПРОСА. 
$ 26. Трехгранный угол. 


1. Для четкого усвоения учащимися понятия о трехгранном угле ке- 
обходимо предварительно рассмотреть всевозможные взаимные располо- 
жения трех плоскостей н иллюстрировать эти положения соответствую- 
чцими моделями и чертежами (рис. 112; [-—Г\). Рассматриваются: 1) три 
парзллельные плоскости (1; они, понятно, не имеют ни одной общей 
точки; 2) две параллельные плоскости (ПИ), пересекаемые третьей; по- 
следняя плоскость имеет с каждой из параллельных плоскостей но одной 
общей прямой, которые параллельны; кроме того, при таком взаимном 
потожеиии плоскостей образуются 8 двугранных углов, 4 пары противо- 
положных и 8 пар смежных углов; в данном случае желательно провести 
аналогию с углами, образуемыми на плоскости пересечением двух пара/л- 
лельных прямых секущей; 3} три плоскости, проходящие через одну 
‘прямую; они пересекаются по прямой (1); 4) три плоскости, пересекаго - 
щиеся по трем параллельным прямым (1\); они образуют призматическую 
поверхность; 5) три плоскости, попарно пересекающиеся и имеющие одну 
сбщую точку (рис. 113). 

В этом последнем случае пространство делится тремя плоскостями на 
„8 областей, каждая из которых называется тшрехгранным углом. 


$ Геометрия, ч. И. ЗЕ 


Рис. 112. 


Полученные таким гостроением 8 трехгранных углов имеют оби ую 
вершину О- точку пересечения трех плоскостей; прямые, по которым 
пересекаются плоскости, называются 
ребрами трехгранного угла; трехгран- 
ный угол обычно обозначается четырь- 
мя буквами: на первом месте ставится 
буква, стояшая у вершины угла, а за- 
тем пипится три буквы, отмечающие в 
последовательном порядке ребра трех- 
гранного угла; так, угот ОВСЕ (рис. 
114а) — трехгранньй угол; при вычер- 
чивании трехгранного угла следует для 
большей четкости рисунка отмечать 
каждую из плоскостей, образующих 
трехгранный угол, особой штриховкой, как это 
показано на рисунке 1146. Плоскость, определяемая 
направлениями каждой пары ребер, называе с» 
гранью трехгранного угла; так, гранями трехгран- 
ного угла ОВСЕ служаг грани ВОС, «СОЕ и 
ЕОВ; углы при вершине трехгранного угла, обра- 
зуемые двумя его ребрами, называются плоскими 
углами при вершине трехгранного угла. Каждые 
две грани трехгранного угла образуют двугран- 
ный угол, ребро которого является одновременно 
ребром трехгранного угла; число двугранных углов 
равно числу ребер; так, трехгранный хгол ОВСЕ 
{рис. 113) имеет три двугранных угла: ФОВР., 
ИТР ©,ОС$ и $. ОЕР.. Трехгранный угол обозначается 
з на рисунке обычно только тремя его ребрами; 
на рисунке 1146 дан трехгранный угол ОВСЕ. 
2. Трехгранный угол называется правильным, 
Рис. 1146. если плоские его углы равны и двугранные его 
углы равны. Три взаимно-перпендикулярные пло- 
скости образуют 8 правильных трехгранных углов; трехгранный угол 
называется прямоугольным, если его плоские углы прямые и двугранные 
его углы прямые; так, в кубе 8 прямоугольных трехгранных углов, по 
числу его вершин; 12 двугранных углов, соответственно числу его ребер; 
моделями прямоугольных трехгранных углов являются трехгранные углы 
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комнаты, прямоугольно о ящика, кирпича и т. д. Косые трехгранные 
углы встречаются в кристаллах. 

При вычерчивании прямоугольного трехгратного угла следует начер- 
тить сперва прямоугольник или квадрат АВСО (рис. 115), провести 
к плоскости последнего через одну из его вершин, 
положим Д, перпендикуляр ОБ, а затем провести 
плоскости Ри © через прямые ДЁ и ОС и прямые 
РЕ и ОА: при таком построении Р]| $и 
О |5, где $ — плоскость прямоугольника или 
кватрата АВСО, и полученный трехгранный угол 
ОРО5$ — прямоугольный и правильный, 

Если отметить на ребрах трехгранного угла 
ОКЕМ точки А:, Ву и С; и провести через них Рис. 115. 
плоскость сечения (рис. 116), то сечение есть 
треугольник 4.8.С., построением такого сечения более рельефно выде- 
ляются ребра и грани трехгранного угла. Понятно, что всякое сечение 
трехгранного угла, параллельное плоскости треуго`ьника А. В.С., напри- 
мер сечение А,8,С, или А,В.Сз и т. д.— тоже треугольники: они по- 
добны треугольнику А.В. С) и их площади возрастают по мере удаления 
сечений от вершины О трехграннсго угла. 

3. Слепует отдельно рассмотреть сечение, проходящее через точки А, 
Ви С (рис. 117), взятые на ребрах трехгранного угла на одинаковом 


Рис. 116. Рис. 117. 


расстоянии от его вершины О, ОА —=0ОВ ==0ОС. При таком пострсении 
отрезки ОД, ОВ и ОС— равные наклонные, проведенные из точки О, 
лежащей вне плоскости треугольника АВС, прозкции О, А —= О.В =0.С 
этих наклонных равны, и точка О, — проекция вершины О на плоскость 
АВС — есть центр окружнссти, проходящей через точки А, В и С; пря- 
мая ОО. назыгается осью трехгранного угла, так как при полном пово- 
роте трехгранного угла вокруг оси ОО, его ребра снова занимают преж- 
нее свое положение. 


8 27. Плоские углы трехгранного угла. - 


1. Прежде чем перейти к рассмотрению свойств плоских углов трех- 
гранного угла, целесообразно предложить учащимся составить трехгран 
ные углы, пользуясь моделями трех плоских углов; тем самым подводят 
Учащихся к выяснению тех условий, которым должны удовлетворять 
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плоские углы трехгранного угла. В последовательном порядке предлагается 
учащимся составить трехгранный угол, если в каждом отдельном случае 
ваны слелующие три плоских угла: 50°, 60° и 80°; 40°, 50° и 909; 302, 
40° и 80°; 1005, 120? и 1409; 120°, 1309 и 140°. 

г Построение по данным плоским углам первой задачи убеждает уча- 
щихся в возможности построения трехгранного угла. Данные плоские 
углы второй зздачи ие позволяют построить трехгранный угол: углы 
в 40° и 50? полностью покрывают третий угол в 90°. Данные в третьей 
задаче плоские углы в 30? и 40° не покрывают третьего угла в 809 и 
не образуют трехгранного угла. Указанные в четвертой задаче плоские 
углы при попытке сбразовать трехгранный угол не дают его, так как 
полностью покрывают собой всю область вокруг общей их вершины. 
Заланные в пятой задаче плоские углы таковы, что даже перекры-ают 
собой всю область вокруг их общей вершины. Такой разбор возможности 
построения трехгранного угла по заданным трем плоским углам полжен 
убедить учащихся в том, что трехгранный угол можно построить тольк 

пари соблюдении двух условий, а именно: 1} каждый плоский угол трех- 
гранного угла меньше суммы двух других углов и 2) сумма всех плоских 
углов трехгранного угла меныне 3605. 

2. После такого разбора следует перейти к доказательству соответ- 
ствующих теорем о плоских углах трехгранного угла; доказательство их 
привелело в стабильном учебнике. Приводим здесь другое доказательство; 
ПОНЯТяО, что с учащимися следует рассмотреть только одно из данных 
доказательств. 

Теорема. Сумма плоских углов при вершине трехгранного угла 
меньше 44. 

ДоклазаАтЕЛЬСТВО. Пусть дан трехгранный угол ОАВС (рис. 117). 
Отложим от вершины его О на ребрах угла равные отрезки ОА == 
— ОВ = ОС, а затем проведем через точки А, Ви С плоскость, кото- 
рая в сечении с трехгранным углом даст треугольник АВС. Проведя 
еще ОО, перпендикулярно к плоскости АВС, находим: О.А = О.В = 
— О.С, кк проекции равных наклонных, и О, — центр окружности, 
проходящей черзз вершины А, Ви С трэугольника АВС. Согласно 
теореме: если из внешней точки О проведены к плоскости Р две рав- 
ные наклонные ОД и ОВ, то угол, образуемый этими наклонными, 
меньше угла, образуемого направлениями их проекций на данную плос- 
кость Р, имеем: 


ДАов< ДАО В, 
вос< ( во,С, 
ДсоА< И СОА, 
а потому 
ДАОВ- Д вос /сол< И Ао,В- ДВО С-+ И СОА, 
ИЛИ 


‚ (Аов+ Д ВОС-+ СОА 4, 


т. е. 
сумма плоских углов при вершине трехгранного угл? меньше 44. 
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Если продолжить ребро ОВ за вершину О (рис. 117), то получится 
другой трехгранный угол ОВ.АС; согласно доказанном) 


Д В,0А+ / В,0С- / АОС<4а, 
ДВ,0А=2а-— / АОВ 


но так как 


и 
ДВ,06=2а— / вос, 


ы 24— / АОВ-- 24 — /ВОС- / А0С< 44 
вы И А06—(/АОВ-- / ВОС) <, 
вы ДАосх  аов + / вос. 
Также и 
ДВОА< /ВОС- / СОА 
и 
сов < / соА+ / АОВ. 


Отсюда заключаем: каждый плоский угол при вершине трехгран- 
ного угла меньше суммы двух остальных. 
Из приведенных выше неравенств следует, что 


ГАоС- И АОВХ И ВОС, 
7 воА— 7 вос< 7 СОА, 
7 сов 7 с0А< 7 АОБ, 


т. е. каждый плоский угол при вершине трехгранного угла больше 
разности двух остальных углов. 

Мы не приводим доказательства, приводимого в учебниках геометрии 
Давыдова и Киселева, так как в школьнсй прогрёмме по геометрии 
опущена теорема о двух треугольниках с равными сторонами и нерав- 
ными между ними углами, на которой в указанных учебниках строигся 
доказательство. Следует, кроме того, еще указать, что такое доказа- 
тельство, как показывает опыт, представляет для учащихся большие 
трудности. : 

3, Для проверки усвоения учащимися теоремы о плоских углах трех- 
гранного угла могут быть даны приводимые ниже вопросы, решаемые 
устно. . 

Вопросы. Можно ли образовать трехгранный угол, если его плоские 
углы при вгршине содержат 30°, 50° и 805? 100°, 100° и 1205? 2005, 
80° и 1005? 

В первом случае, хотя сумма углов 30°-[ 50° | 80°< 3602, од- 
нако получить трехгранный угол нельзя, так как 80° <{ 30° № 50°, где 
знак < означает „не меньше“; во втором случае оба необходимых 
условия соблюдены: 100° + 1009 -+ 120° < 360° и 120°< 100°- 100°; 
в третьем случее 200° -- 80° -- 100° +; 360°, и потому нельзя построить 
трехгранный угол с указанными плоскими углами при вершине. 

Следует указать учащимся, что условие: каждый плоский угол трех- 
гранного угла должен быль меныше суммы двух других плоских углов, 
достаточно проверить для большего из трех данных плоских углов. 

4. Не лишне также провести параллель между отлельными теоремами 
планиметрии и соответствующими теоремами стереометрии: 
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В каждом треугольнике 
большая сторона меньше суммы 
двух других сторон, но больше 
их разности. 


В каждом трехгранном 
угле. больний плоский угол 
меньше суммы двух других пло- 
ских углов, но больше их раз- 


ности, 

В треугольнике против В трехгранном угле про- 
разных сторон лежат и равные | тив равных плоских углов 
углы. лежаг и равные двугранные 

углы. 


Досаъательство приведенных тгорем дано в стабильном учебнике. 

Как следствие из последней приведенной теоремы вытекает, что если 
плоские углы трехеранчог. угла рагны, то равчы и двугранные углы 
620, и обратно; такой трехгранный угол — правильный. 

В планиметрил этому следствию соответствует следствие: есль углы 
треугольника равны, то и стороны его равны, и обратно; такой 
треугольник — правильный. 

Приводим доказательство указаннсго выше предложения. Пусть даны 
трехгранные углы ЗАВС и $,А.В,С, (рис. 118) и пусть 
 А$В = / А! $, В, 

Д 856 = В, 5С,, 
Д С$А = С. $А,. 


Дохазать, что со ответственные дву- 
гранные углы также равны. 

Полезно отметить нл рисунке цвет- 
ными мелками равные плоские углы 
при вершине, 

ДоклзаТЕЛЬСТВО. Берем на 
ребре $А данного трехгранного угла 
$АВС произвольную точку К и откладываем на ребре $5,4, другого 
данного трехгранного угла отрезок $, А, =$К; на рисунке делается об 
этом отметка двумя черточками или цветным мелом. Проводим затем 
через точки К и К); плоскости, соответственно перпендикулярные к 5А 
ик А,, и то.да / МКЁЕ и / М,К.Ё. являются линейным: угламн 
двугразных улов при ребрах 5А и $,А,. Из сопоставления отлельных 
треугольников, голученных на гранях углоз, заключаем: 


1) Д5АЕ=Д $ К, (УСУ,, 


Рис. 118. 


откуда 

52=56 и КЕ—=К,!,; 

2) ^5АМ = Л $К,М, (УСУ), 
откуда 

$М =5.М и КМ=кК,М,; 

38) А$МЕ=Д 5, М.Ё. (СУС,, 
отку ла 


ГМ =[М,. 
Таким образом, находим, что 


АМА Ким, (ССС 


д МКЕ — РА М.К, 
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т. е. линейные углы двугранных углов при ребре $5А равны, а отсюда 
следует, что равны и двугранные углы. 

Так же доказывается равенство двух остальных двугранных углов. 

Доказательство этой теоремы дает хороший материал для повторения 
учащимися признаков равенства треугольников. 

Примечание. Плоский угол одной из граней трехгранного угла 
называется противолежащим двугранному углу, обра.ованному лвумя дру- 
гими гранями. 

Из рассиотренной теоремы вытекает, что равным плоским углам со-. 
ответствуют равные противолежащие им двугранные углы. - 

Теорема. Если в трехгранном угле два двугранных угла пря- 
мые, то и противолежащие им плоские углы прямые. 

Строим трехгранный угол так, чтобы одна его грань, положим А5С, 
лежала в горизонтальзой плоскости (рис. 119), при этом / А$С 54; 
провояим затем пл. А5В | пл. АЗС и 
пл. В5С | пл. А$С; таким образом, двугранные 
углы при рэбрах ХА и 5С— прямые, линия пере- 
сечения 5В плоскостей АЗВ и В5$С перпендику- 
лярна к плоскости А5Си / А$В = / В$С = 
Теорема доказана. 

Верна и теорема, обратная данной: 
если в трехгранном угле два плоских угла 
прямые, то и противолежащие им двугранные 
углы прямые. 

В самом деле, по условию / 458 == И В5$С—4 
{рис. 119), а в таком случае плоскость А5В и плоскость В$5С, прохо- 
дящие через перпендикуляр В5 к плоскости А$С (теорема о двух 
перпендикулярах), перпендикулярны к плоскости А$С, и двугранные углы 
при ребрах $А и $С— прямые, что и требовалось доказать. 

Таковы, например, углы при вершинах куба, модели трехгранных 
углов в любой комнате, так как стены перпендикулярны к полу. 

Обе последние теоремы могуг быть даны учащимся для самостоя- 
тельного разбора; доказательство их несложно. 


$ 28. Дополнительные трехгранные углы. 


1. На кружкозых занятиях с учащимися может быть рассмотрен во- 
прос о дополнительных трехгранных углах. Приводим их построение. 

Пусть дан трехгразный угол 5АВС. Возьмем внутри его произволь- 
ную точку 5, и проведем из нее перпендикуляры 5:4,, 5,В, и 5,С; к 
траням данного треэхгравного угла (рис. 120). Проводим затем через 
перпендикуляры 5,8, и $С, плоскость; она пересечет грани А5С и 
'А$В соответственно по прямым КВ; и КС,; проводим также плоскость 
через перпендикуляры $,С; н $,А;}; эта плоскость пересечет грани А5В 
и 8В5С по прямым 2С) и ГА;; наконец, проводим плоскость через пер- 
пендчкуляры $4. и $.8;; плоскость эта пересечет грази В$С и С$А 
по прямым МА, и МВ,. Так построенные три плоскости образуют трех- 
хралный угол 5,4,8,°, который является дополнительным по 
отношению к данному трехгранному углу ЗАВС. 

Точно так же А$ | пл. В,5,С; и С$ | пл. 4.$. В. ^ 

Игак, внутри трехгранлого угла $,4,В.С, взата точка $ и из нее 
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проведены к граням трехгранного угла перпендикуляры $А, 5В и $С; 
и трехгранный угол 5АВС — дополнительный по отношению к трехгран- * 
ному углу 5,4,8,С;, а потому 

ДКВ,М- / К$М == 24, 

ДКСЕ-и КУ. = 34, 

ДТАМ-- /1$5М=34. 


2. Что касается суммы двугранных углов трехгранного угла, то можно’ 
доказать, что сумма их больше 24, но меньше 64. 

Действительио, пусть двугранные углы данного трехгранного угла’ 
$АВС будут /$А, /5В, Д5С, гле /$А обозначает двугранный 
угол ВЗАС, / 5В — двугранный угол А$ВС, / $С — двугранный угол 
А$СВ, в углы ДХВ$С, / А$С, / АЗВ — линейные углы соответствен- 
иых двугранных углов и, кроме того, углы А., В; и С, — плоские углы, 
соответствующие плоским углам трохгранного угла с вершиной в точке 5'. 

Можно записать: 


‘7 58-- 7 В == 24, 
7 56--“С, = 94, 


Суммируя почленно указанные равенства, по- 
лучаем: 


ДЗА- ДВ ИЗДАН В, + 
И.С, = 


} =6а; 
так как 
Рис. 120. ДАНИИ С < аа, 
как сумма плоских углов при вершине трехгранного угла, то 
И5аА+ И 5в- /5$С> 24, 
и, следовательно, 
И5аА+ И$5В- /5$С< 6. 


Вынолненное постросние дает одновременно и линейные углы всех 
двугранных углов обоих трехгранных углов: ЕАМ — линейный угол 
двугранного угла при ребре 5,А,, так как пл. В5С | $,4,; / КС, — 
при ребре $.С:, так как пл. А5В | $:С;; / КВ.М — при ребре 5,8.; 
ДСиА,—при ребре 58; / А. МВ, — при ребре $С; ДВ,КС, — при 
ребрг 5А. 

В; то же время 

С АЕ, -- ( 4, $1С, = 34, 
В.К -- ( Ву$,С, = 24а, 
СД АмМВ, ра А,51 В, = 24, 


Итак, плоские углы трехгранного угла $,4А.В.С. дополняют ли- 
вейные углы двугранных углов угла $АВС до 24; этим и объяс- 
няется назвавие дополнительного трехгранного угла. 

. Докажем следующую теорему: если трехгранный угол 5,А,В,С, 
дополнительный по отношению к трехгранному углу $АВС, то и 
трехгранный угол $АВС является дополнительным по отношению 
к трехгранному углу 5,4. В. С\, т. е плоские углы трехгранного угла 
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5АВС дополняют линейные углы двугранных углов трехгранного угла 
$:4,8В. С, до 24. 
В самом деле, по построению, 
$14. | пл. В$С 
$:С, | пл. А$В |’ 
следовательно, 


пл. 4,5,С, | пл. В$С 


пл. 4,51С, | пл. АЗВ | 8$ 1 ил. А15:Су. 


$ 29. Выпуклый многогранный угол. 


1. Чтобы получить изображение многогранного угла, следует начертить 
произвольной формы выпуклый многоугольник АВСРЕ (рис. 121), взять 
где-либо вне его плоскости точку О и соединить ее со всеми верши- 
нами многоугольника; каждые дзе прямые, проходящие через точку О 
и концы одной из сторон многоугольника, однозначно опрелеляют пло- 
скость — грань многогранного угла; число граней многогранного углз 
равно числу сторон многоугольника. 


Рис. 121. Рис. 12]а 


2. Свойство плоских углов выпуклого Многогранного угла—сумма пло- 
ских его углов при вершине меньше 44 — должно быть показано при 
помощи модели так же, как это было сделано для трехгранного угла. 
Тригонометрическое доказательство указанного свойства приведено в ста- 
бильном учебнике; ниже дается другое доказательство, основанное на 
свойстве плоских углов при вершине трехгранного угла. 

ДоклзатеЕЛЬСТВО. Пусть О — вершина многогранного угла, а 
А, В, СО, Е,...— вершины выпуклого многоугольника ОЛ, ОВ, 
ОС, ОБ, ОЕ, ..— ребра многогранного угла (рис. 121). Допустим, 
что многоугольник имеет ий сторон и, следовательно, многогранный угол 
имеет п граней. Обозначим сумму плоских углов при вершине О много- 
гранного угла через х. Сумма внутренних углов всех м треугольников: 
САВ, ОВС, ОСЬ, ОБЕ, ОБА, ... равна 24п; сумма же углов, приле- 
жащих к основаниям АВ, ВС, СО, ... этих треугольников, равна 2ап—х; 
эта сумма больше суммы углов многоугольника АВСОЁЕ..., которая 
равна 24 (п — 2), а потому 

241—х>24(п— 2), 
8% 


“Ли 


2т— х > 24п — 44, 


«откуда находим, что х < 44, так как из двух разностей, уменьшаемые 
которых равны, та болыне, у которой вычитаемое меньще. Итак, сумма 
плоских углов при взршине многогранного угла меньше 44. 

В многогранном угле, как и в трехгранном угле, каждый плоский 
угол при вершине многогранного угла меньше суммы остальных плоских 
‘углов. 

В самом деле, пусть дат четырехгранный угол ОАВСО (рис. 121а). 
Проводим черзз его ребра ОВ и ОД плоскость; она разделит четырех- 
транный угол на два трехгранных угла / ОАВРО и / ОВС, при этом 


Дрос< /сов+ (вор 
ДвВор< /А0Б-+ / ВОА. . 


Сложив почленно обе части неравенств и вычтя затем из обеих ча- 
стей полученного неравенства по углу ВОД, имеем: 


Дрос< (Аор- ИвоА-+ / сов. 


Точно так жа; 


ДАор< ИвоА-+ И сов+  БОС, 
7 вол< И сов- 7 рос- 7 АОБ, 


исов< 7 рос-- 7 АОБ- 7 ВОА. 


Аналогичное доказательство может быть приведено и для пятигран- 
мого, ш.стигранного и т. д. углов. 

3. Для проверки усвоения учащимися рассмотренных теорем могут быть 
заданы вопросы: может ли многогранный угол иметь при Рершине сле- 
дующие плоские углы: 50°, 1008, 150°, 2005? 30°, 60°, 90°, 120%? 60°, 
60°, 50°, 1703? 

Решение. В первом случае 50° -Г 100° -- 150° -|- 200° < 360°, 
„следовательно, не может быть многогранного угла с такими плоскими 
углами; во втором случае 302-Р 60° + 90° -- 120° < 360° и 1:0°« 
< 30° + 60°-1 908; следовательно, существует многогранный угол с та- 
кими плоскими углами; в третьем случае 602 -- 60° -+- 50° -{- 170° << 360°, 
но 170° <{ 60° 60° -- 50°, а готому нельзя построить многогранный 
угол с указанными плоскими углами. 

Итак, чтобы построить многогранный угол, если даны его плоские 
углы а, В, 1, 8,...9, необходимо, чтобы а +В +у-+... + 360°; 
однако этого недостаточно; необходимо еще, чтобы при = =1-> 
28...22, ав у 8+... +9. 

4. Для двугранных углов мвогогранного угла доказывается теорема, ана- 
логичая теорем о двугранных углах трехгранного угла. Она гласит: 
‹сумма двугранных углов П-гранного угла меньш? 2 4п, но больше 
24(п—2). 

Эта теорема может быть проработана в порядке кружковой работы. 
Теорема интересна тем, что ее логическое доказательство может быть 
выполнено без помощи чертежа. Приводим докззательство. 

Пусть из какой-нибудь точки 5, внутри я-гранного угла $ проведены 
к п его граням перпендикуляры; образовавшийся таким путем многогран 
ный угол 5; явлается для данного угла 5 дополнительным 
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Пусть сумма двугранных углов данного угла 5 равна Е, а сумма 
всех плоских углов дополнительного угла равна Е’. Каждый двугран- 
ный угол угла 5 вместе с соответственным плоским углом дополнитель- 
иого угла 5, в сумме дает 21, а потому Е-+-Е„„=24п, а потому 
Е < 341. 


С другой стороны, Е „< 44, а потому 


. 


Е> 24—44 


ДОП 


или 
Е 24(1—2). 


Проверка этой теоремы для п—=3, т. ©, для трехгранного угла, 


дает 
21<Е< 64, 
что совпадает с полученлым раньше выводом. 


8 30. О конгруентных трехгранных углах. 


1.При ознакомлении учащихся с трехгранн ями углами была проведена 
параллель между треугольником и трехгранным у:лом, и поэтому вполне 
понятно, что учащимися ставится вопрос, какие трехгранные углы 
«читаются конгруентными и каковы признаки, 
устанавливающие их конгруентность. 

Два трехгранных угла называются кон- 
труентными, если они могут совместиться при 
в .ожении их один в другой, т.е, если соот- 
вегственно совмещаются их двугранные углы 
и их плоские углы и, таким образом, совпа- 
дзют их вершины и их ребра. 

2. Приводим признаки конгруентности 
трехгранных углов. Рис. 122 

Теорема. Два трехгранных угла кон- 
труентны, если они имеют по равному плоскому углу, заключенному 
мэжду двумя двугранными углами, соответственно равными и 
одинаково расположенными. ` 

Вычерчивзются два трехгранных угла 5.4.В,С) и 5, А, В.С, (рис. 122) 
и заштрнховываются или отмечаются цветным мелом или карандашом 
равные плоские углы; пусть это будут / 4:58, =/ А,5$,В,; равны 
также двугранные углы при ребрах $.4., $,А, и 5:В,, 5,В,; для боль- 
зцей наглядности следует выделить и э:и ребра цветными мелками или 
цветными карандашами. _ 

При проведе:ии доказательства конгруентности трехгранных углов 
путем вложения одного трехгранного угла в другой надлежит проявить 
<)губую четкость, поясняя учащимся каждый отдельный этап доказатель- 
«тва и проводя при этом соответствующую запись. 

Первый шаг. Совмещаем вершану $, одного трехгранного угла 
< вершиной $5, другого трехгранного угла. 

Второй шаг. Совмещаем робро $,А, с ребром 5,А, вращением 
фигуры (первого трехгранно.о угла 5,4А,В,С:} вокруг неподвижной 
точи 51. 

Третий шаг. Вращением вокруг неподвижной прямой 5.4, сов- 
мещаем плоскость грани 4.5,В, с плоскостью грани 4А,5,8В.. 
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Эти три шага сопутствуют каждому доказательству, используемому 
при совмещении двух пространственных фигур, и при любых условиях 
могут быть выполнены; дальнейшее совмещение отдельных элементов 
фигур зависит от условий, предусмотренных теоремой. 

Четвертый шаг. Вследствие равенства плоских углов, // 4,5, В; = 
= 4.5,В., ребро $В; совпадает с ребром 5,85; вследствие же 
равенства двугранных углов при ребрах $А; и $А, и при ребрах 
5:8; и $,В, плоскости 4А,5,С, и В,5,С, совмеслятся с плоскостями 
А.5.С. и В,55С.. 

Пятый шаг. Последние лве плоскости имеют общую точку 5» 
(или $,), а потому они имеют и общую прямую, проходящую через эту 
точку; принимая, однако, во внимание, что две пересекающиеся плоско- 
сти могут иметь только олну общую прямую, проходящую через их об- 
шую точку, — ребро 5,С; совпадает с ребром $.С.. 

Вывод: вершины $); и $, трехгранных углов и все их ребра совпали, 
следовательно, трехгранные углы совместились, они конгруентны. 

Следует указать учащимся, что если бы при условии равенства пло- 
ских углов 4,5.В;, и А,5.В, было дано, что двугранный угол при 5, А, 
равен двугранному углу при 5,8, и 
двугранный угол при $5,8, равез дву- 
гранному углу при $,А», то трехгранные 
углы $, и $. нельзя было бы совме- 
стить; и потому понятно наличие в 
условии теоремы указания о том, что 
двугранные углы должны быть соот- 
ветственно расположенными, 

Не лишне при этом напомнить уча- 
щимся, что в планиметрии также нельзя 
доказать равенства треугольников ге 
стороне и двум углам, если нет указания на расположение углов относи- 
тельно данных сторон. 

Теорема. (Второй признак конгруентности трехгранных углов.) Два 
трехгранных угла конгруентны, если они имеют по равному дву- 
граниому углу, заключенному между двумя плоскими углами, со- 
ответственно равными и одинаково расположенными. 

Пусть равны лвугранные углы при ребрах $,В, и $.В, (рис. 123). 
Ребра эти отметим цветным мелком. Пусть также / 4,5. В, = / А,5,Ву 
и / В,5,С, = В.5С.. Равные плоские углы отметим на рисунке лу- 
гами, проведенными цветными мелками. 

ДоклзатвльъьСтвОо. 

Первый шаг. Совмешаем вершину 5, с вершиной $5,. 

Второй шаг. Совмещаем ребро $,8, с ребром $,В.. 

Третий шаг. Совчещаем плоскость 8,5,4, с п“оскостью В.5,А.. 

На основании условий теоремы имеем: 

Четвертый шаг. Ребро 54, совпадает с ребром 5,А, вследет 
вие равенства плоских углов В,5. А) и 6,5, А». 

Пятый шаг. Плоскость грани В:$,С, совместится с плоскостью 
грани В.$,С, вследствие равенства двугранных углов при ребрах 5. В, 
и 


5 


8; 
Рис. 123. 


2-2. 
Шестой шаг. Ребро 5,С, совпадает с ребром 55С, вследствие 


равенства плоских углов В,5.С; и В.5.С.. 
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Вывод, Грачь А,$,С, совместится с гранью 4,$,С., ибо через две 
яересекающиеся прямые можно провести только одну плоскость, и трех- 
гранные углы совпадают. й 

Следует указать учащимся, что, согласно данной теорзме, для равен- 
<тва трехгранных углов необходимо, чтобы заданные плоские углы трех- 
транных углов были одинаково расположены, и если это не имзет места, 
то трехгранные углы не равны. 

Доказательство следующих двух признаков равенства трехгранных 
углов основано на рассмотренных первых двух признаках равенства трех- 
гранных углов. 

Теорема. (Третий признак козгруентности трехгранных углов.) Два 
трехгранных угла конгруентны, если все три плоских угла одного 
из них равны плоским углам другого из них и одинаково с ними 
расположены. 

Вследствие равенства плоских углов равны и одинаково расположены 
двугранные углы этих трехгранных углов, и доказательство сводится или 
« первому или ко второму признаку конгруент,.ости трехгранных углов. 

Теорема. (Четвертый признак конгруенлности трехгранных углов}. 
Два трехгранных угла конгруентны, если все три двугранных 
угла одного из них равны соответственно трем двугранным углам 
другого и одинаково с ними расположены, 

Доказательство этого признака можно записать в следующем схема- 
тическом порядке: 

1) Даны трехгранные углы $, и $.. 

2) Строим их дополнительные трехграняые углы $1 и $.. 

3) Плоские углы этих углов дополняют до 24 двугранные углы 
трехгранных углов $1 и $.. 

4} Двугранные углы этих углов по условию равны, а потому плоские 
углы дополнительных трехгранных углов равны и одинаково рас- 
положены. 

5) Отсюда следует, что и двугранные углы дополнительных углов 
равны и одинаково расположены. 

6) Плоские углы данных углов дополняют до 24 двугранные углы 
дополнительных углов 

7) Двугранные углы эти равны, а потому плоские углы данных углов 
равны и одинаково расположены. 

Вывод. Данные трехгранные углы $. и $, удовлетворяют любому из 
трех приведезных признаков конгруентности трехгранных углов. Трзэхгран- 
ные углы конгруентны. 


$ 31. Задачи и вопросы. 


Для закрепления пройдечного даются задачи как на построение, так 
и на вычисление, при этом, как прази о, задачи на вычисление должны 
быть сперва решены в общем виде; после получения ответа в общем виде 
следует подставить в полученную формулу числовые значения входящих 
в нее величин. Каждая числовая задача должна сопровождаться четким 
рисунком, выполненным с соблюдени_м взятого масштаба, принятого угла 
сокращения и коэфициента сокращения. 

Отдельные приводимые ниже зздачи не лишне предварительно иллю- 
стрировать при помощи геометрического ящика для более отчетливого 
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представления возможного взаимного положения прямых и плоскостей 
в трехгранном угле. Понятно, что вопросы, от! осящиеся к трехгранному 
углу и не являющиеся программ ым материатом средней школы, могут 
быть разобраны лишь с наиболее успевзющими учащимися на занятиях 
в матехатическом кружке. Для преподавателя затронутые вопросы имеют 
г собое значение, поскольку он должен быть более основательно знаком 
с трактовкой вопрссов, нежели это имеет место в 
учебнике. 

1) В трехгранном угле 5АВС с двумя равными 
плоскими углами / АЗС = / В$С биссекторная 
плоскость двугранного угла при ребре $С пер- 
пендикулярна к плоскости третьего плоского угла 
А$В. Доказать. 

Решение. Дан трехгранный угол $АВС с 
равныхи плоскими углами А$С и В5С (рис. 124). 
На рисунке следует выделить ребро $С, через кото- 
рое проходит биссекторная плоскость, н отметить 
отличительными значками плоские углы А5С и В5С. 

Рис. 121. Если отложить от вершичы 5 на ребрах трехгранного 
угла равные отрезки, 5А =58 —=5С, и провести 
через точки А, ВиС плоскость, то в сечении получится равнобедренный 
треугольник АСВ, Чтобы затем провести биссекторную плоскость дву- 
гранного угла, ребро которого $С, следует построить его линейный 
угол ААВ, провсдя ВК | $С в трани $ВС и АК | $С в грани $АС. 
Основания этих перпендикулягов совпадут, так как АК и ВК-— высоты 
равных равнобелренных треугольников 5ВС и $АС. Треугольник АКВ — 
равнобедренный, и, если соединить вершину А’ с середнной М сто- 
роны АВ, то угол АКВ разделится пополам, при этом МК | 5$С, так 
кач плоскость треугольника АКВ | $С; прямые МК и $С однозначно 
определяют плоскость, которая пересекает 
ггань АУВ по прямой $М и плоскость 
треугольника АВС по прямой МС; плос” 
кость /45С — искомая биссекторная плос- 
кость, так как углы АКМ и ВКМ гавны. 
Прямая АВ | МК и АВ | МС, а потому 
АВ | пл. 5МС, откуда следует, что бис- 
секториая плоскость $МС двугранного 
угла АЗСВ перпендикулярна к плоскостн 
противолежащей грани А5$В. 

2) Если внутри трехгранного угла 
5АВС (или в плоскости одной его грани) 
провести прямую $М (рис. 125), то Рис. 125. 
сумма углов, образуемых прямой $5М 
и ребрами 5А, 5В, 5С, меньше суммы плоских углов трехгранного 
угла. Доказаль. г 

Решение. Согласно условию задачи требуется доказать, “то 


ДА$М- И В5М-+ / С5М< ДАЗВ- И В$С-| Д С$А. 


Откладываем от вершины $ на ребрах произвольной длины отрезки 
5А, 5$В и 5$С и проводим через точки А, В и С плоскость. Прямая $М 
пересечет эту плоскость в тсчке М. Соединив затем точку М с тсчками 
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А, Ви Си продолжив АМ до переселения со стороною ВС в точке №; 
проводим прямую 5№. 
Из трехгранного угла ЗАСМ имеем: 


ХА$М< ИД А5С- / №5С 
или 
ДА$М- И М5М< И А$С-Е И М№5С. (1% 
Из трехгранного угла $В ММ имеем: 
ДВ$5$М< / М$5М-+ / В5М. (2 


Складывая почленно неравенства (1} и (2), получим: 


И АЗМ- Х М5М-+ ВМ < 4864 ИМЗС- И М5М + (В5М. 


Отнимая от обзих частей неравенства по углу М5$М№ и приннмая во 
внимание, что / МУС-Е / В$М== / В$С, имеем: 


ХА$М- И В$М< / 4А$С-- / В5С. (3% 
Точно так же: 

ДВ$М НИ с$М< И В$А-Н Д 65А. (4) 

И С$М- / А5М < / 65В-+ И АЗВ. (5% 


Складывая неравенства (3), (4) и (5), получаем: 


2(ДАзм | ДВ5М-- ДС$М) <2( ДА$С-- ДВЗА + Д С5В, 
и" ДАЗМ-- Д ВМ + /С5М < Д А$С4 Д в$А- Д С8В. 


Теорема справедлива и в том случае, если прямая $М лежит в пло- 
скости одной из граней трехгранного угла; при наличии послелнего 
условия доказательство упрощается, 

3} Биссекторйые плоскости дву- 
гранных углов трехгранного угла 
пересекаются по одной прямой, и 
каждая точка этой прямой удалена от 
граней трехгранного угла на одно и 
10 же расстояние. Доказать. 

Решение. Следует заметить, что 
любая точка биссекгорной плоскости 

. двугранного угла отстоит от граней 
двугранного угла на одинаковое рас- 
стояние; данная теорема аналогична 
теореме планиметрии: любая точка 
биссектрис 1 угла отстоит от сторон 
угла на одинаковое расстсяние. 

Дан трехгренный угол 54.8. (рис. 126), и пусть его грань А.5С;; 
лежит в плоскости чертежа. 

Проводим из произвсльной точки А ребра $А, прямую АА | 5С\; 
АК лежит в плоскости грани А,5С.; преведя затем прямую КВ | $С, 
до пересечения в точке В с ребром $В, получим / АКВ — линейный 
угол двугранного угла, образуемого гранями А$С и В5С. Если после 
этого провести биссектрису АК, угла АКВ и через прямые АК) и $К 
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плоскость А.5А, то получим биссекторную плоскость, так как И АКК, = 
—= / К,КВ — линейные углы двугранных углов, на которые плоскость $КАу 
разделила »лвугранный угол АЗКВ. Проведя ВЕ |_$А в плоскости’ 
грани А $В;: и ЕС | $А в плоскости грани А; 5С\, мы находим биссек- 
-торную плоскость [5[, двугранного угла В, А, $С.. Плоскости линейных 
углов АКВ и ВЕС пересекаются по прямой ВО, на этой же прямой 
ВР лежит точка пересечения О биссектрие КК, и [(, линейных углов 
АКВ и ВГС, следовательно, точка О одинаково удалена от всех трех 
‘граней трехгранного угла. Плоскость, проведенная через пряные ВО н 
$В,,— третья биссекторная плоскость, проходящая через прямую О$ 
пересечения первых двух биссекторных плоскостей, и любая точка пря- 
мой О$, принадлежащая всем трем биссекторным плоскостям, одинаково 
удалена от всех трех граней. Данная теорема аналогична теореме плани- 
метрии: биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке, которая 
‘удалена от сторон угла на озинаковое расстояние. 

4) Нлоскости, проходящие через биссектрисы плоских углов 
каждой грани трехгранного угла н противолежащие им ребра, пе- 
ресекаются по одной прямой. 

Решение. Отложим от вершины $ 
трехгранного угла на его ребрах равные отргз- 
ки, так что $А = $В —=5С, и проведем че- 
рез точки А, Ви С плоскость (рис. 127). 
Пусть $К, $5 и $М — биссектрисы граней 
А$В, В$С и С$А трехгранного угла $АВС; 
проведем через 5А’ и $С, $Ё и 5А, $М и 
$В плоскости; зти плоскости пересекут плос- 
кость АВС по прямым АГ, ВМ и СК; эти 
прямые — медианы треугольника АВС. Тре- 
угольники А5В, В$5С и С$А — равнобед- 

Рьс. 127. ренные, а потому 5К, 5Ё и $М, будучи 

биссектрисами, являются одновременно и ме- 

‚дианами треугольников, медианы эти пересекаются в одной точке 5, и 

точки К, [и М таким образом — середины сторон треугольника АВС. 

Итак, плоскости сечения имеют две общие точки, точки О и $, сле- 

довательно, плоскости имеют и общую прямую О$, по которой онн 
пересекаются. 

Ланная теорема аналогична теореме планиметрии: медианы треуголь- 
ников п’ресекаются в одной точке. 

5) Плоскости, проходящие через ребра трехгранного угла пер- 
-пендикулярио к противолежащей грани, пересекаются по одной 
поямой. 

Решение. Дан трехгранный угол $4А,8,С, (рис. 128); допустим, 
что через ребро $С, провздена перпендикулярно к грани А.5В, пло- 
скость 5А\С., пересекающая грань 4.58, по прямой $К,. В произволь: 
вой точке А’ этой прямой проводим прямую АВ | $К, прямая АВ пере- 
сечет ребра трехгранного угла 5А, и $В; в точках Аи В; проводим 
затем через ребро $4, плоскость А,5//, перпендикулярную к грани В. $С, 
и пересекающую эту грань но прямой 5Ё; наконец, проводим пря- 
мую ВГ | $, до пересечения с ребром $С., в точке С. Соединив 
точку С с точкой А, получаем сечение трехгранного угла плоско- 
стью АВС. 
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Если провести в плоскости АВС прямые СК и АГ, то нетрудно 
усмотреть, что прямые СК и АР являются высотами треугольника сече- 
ния АВС. В самом деле, проведем СМ | ЭК, тогда АВ | $5К по по- 
строению и СМ [| АВ (СМ ортогональна к АВ) по определению пер- 
пендикуляра к плоскости, следо- 
вательно, прямая АВ, перпенди 
кулярная к двум пересекающимся 
прямым СМ и 5К иа плоскости 
КС$, перпендикулярна и к самой 
плоскости, а потому и к прямой СК. 
Итак, СК | АВ, значит СК — вы- 
сота треугольника АВС. Так же 
доказывается, что Ар и ВМ-— 
высоты треугольника АВС; но 
высоты треугольника  пересека- 
ются в одной точке О (ортоцентре}). 
Эта точка О является общей точ- 
кой трех плоскостей С5$К, А$Е 
и В$М; у этих плоскостей имеется 
еще вторая общая точка $5 — вер- рас, 128 
шина трехгранного угла, следова- 
тельно, у них имеется и общая прямая $0, по которой они все три пере- 
секаются. 

Если трехгранный угол правильный, то прямая $О перпендикулярна 
к плоскости треугольника АВС и прямые $К, 5$. и $М — биссектрисы 
плоских углов трехгранного угла. 

Эта теорема аналогична теореме планиметрии: три высоты треуголь- 

ника пересекаются в одной точке. 

6) Плоскости, проведенные 

через биссектрисы — плоских 

углов граней трехгранного угла 

перпендикулярно к его граням, 

пересекаются по прямой, каж- 

дая точка которой одинаково 

5 удалена от рэбер трехгранного 

угла. 

Решеиие, $АВС — трех- 

гранный угол. Отложим на его 

ребрах отрезки °А = 58 =5$С и 

проведем через точки А, ВиС 

в плоскость АВС (рис. 129). После 

этого проведем биссектрису 5К 

плоского угла А5В и через нее 

Рис. 129. перпендикулярно к плоскости А5В 

плоскость 5КК,; последняя пере- 

гечет плоскость АВС по некоторой прямой АК,. Следует доказать, что 

'АВ | К$. Действительно, треугольник А5$В — равнобедренный и 5К — 
его биссектриса, следовательно, и высота, а потому АВ | К$. 

Проводим затем из точки К) к прямой $5К перпендикуляр А, М; эта 
прямая А:/М перпендикулярна и к плоскости А5В, так как лежит в пло- 
скости $АК, перпендикулярной к плоскости А$В; отсюда заключаем, 


1 \ 
од 


т Геометрия, ч. И. 97 


что КМ | АВ, а потому прямая АВ, перпеидикулярная к двум пря- 
мым А.М и 5К на плоскости К$К,, перпендикулярна к плоскости КБК; 
следовательио, АВ | КК\, а это значит, что КК, — медиатриса треуголь- 
ника АВС. Так же находим, что плоскость Ё5Ё,х перпендикулярная 
к плоскости грани В$С и проходящая через биссектрису $5 угла В$С, 
пересекает плоскость АВС по медиатрисе 21. ;то же имеет место для третьей 
плоскости, проходящей через биссектрису угла А$С перпендикулярно 
к плоскости грани А$С. Итак, все три плоскости, проведенные через 
биссектрисы плоских углов граней трехгранного угла перпенди‹улярно 
к его граням, пересекают плоскость треугольника АВС по трем; }чедиа- 
трисам: медиатрисы же треугольника АВС пересекаются в одной точке О; 
эта точка О является общей точкой всех трех плоскостей; кроме того, 
и вершина $ трехгранного угла является общей их точкой, а потому 
плоскости пересекаются по прямой $0, любая. точка которой отстоит 
от ребер трехгранного угла на одинаковое расстояние. 

7) Плоскость пересекает ребра прямоугольного трехгранного 
угла. Высота, проведенная из вершины трехгранного угла на эту 
плоскость, проходит через ортоцентр сечения. Доказать. 

8) Пересечь прямоугольный трехгранный угол плоскостью так, 
чтобы в сечении получился треугольник, равный данному. 

Решение. Допустим, что треугольвик А,В.С, раваый треуголь- 
нику АВС, построен (рис. 130), ‘и пусть плоскость его отсекает на 
ребрах трехгранного угла, считая от его вершины 5, отрезки х, у и 2. 
Из рассмотрения соответствующих трэугольников имеем: х? -|- у? =; 
У 22 =а2; 224х102, откуда 22-2 |2 — | -- 2? и 
252 — 62 | 68 — а?, 2—6 | 02—62, 222 ==а? |- 62 — 62, 

Таким образом, 

ИИ — ар, 
УИ2=У 2 -- 2—7, 


ги2=иИи- а. 


Для получения отрезка хИ 2 строим прямоугольный треугольник, 
катеты которого равны би с, а затем — прямоугольный треугольник 


с гипотенузой, равной И -2?, и катетом, равным а; тогда другой 
катет последнего треугольника равен хИ2 (рис. 130а). Постронв, нако- 
нец, квадрат, диагональ которого равна хИ’2, получим сторону квад- 
рата х; так же строим отрезки у и =. Отложив затем на ребре 54, 
отрезок, равный х, на ребре 5С, отрезок, равный 2, и на ребре 58, 


отрезок, равный > У, так как этот отрезок на рисунке должен быть со- 


кращен вдвое при коэфициенте & =0,5, проводим через точки А,, 
В; и С; плоскость; полученный таким построением треугольник сече- 
ния 4,8,С, = Л АВС (ССС). На рис. 130 грань А,5С; трехгранно’ о 
угла расположена в вертикальной плоскости и притом так, что реб- 
ро $А, параллельно плоскости чертежа, а ребро $8, к ней перпенди-` 
кулярно. Этим и объясняется, что отрезки х и 2 даны в действитель- 
ную величину, а у—в сокращении (Ё==0,5). Следует указать, что 
стороны треугольника могут быть расположены и в ином порядке; от 
этого, однако, ход решения не изменится. 
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Можно предложить учащимся доказать, что 
(пл. А.В. С; = (пл. А.5В,)? -- (пл. В,$С.)1, 
используя для этого формулу Герона и полученные выше значения 
для х, уи 2. 
9) Трехгранный угол 5АВС, плоские углы которого при вер- 
шине 5 равны а, Ви \{, пересечен плоскостью АВС так, что 5А == 


=5В =5С- т. Найти углы, образуемые плоскостью сечения 
с плоскостями граней трехгранного угла. 


С 
\ а 
г \ 
А с |: 


Рис. 130а. 


Решение. Соединив вершину 5 с центром М окружности, опи- 
санной около треугольника сечения АВС, имеем $ | АВС (рис. 131). 
Проводим МК | АВ, при этом К — середина АР, так как треуголь- 
ник АВ — равнобедренный, и соединим точку К с вершиной 5, 
тогда И$5КМ=. — искомый угол наклона грани А5В к плоскости АВС. 

Но 


мп. , УМ = тзшх и $К == т с08Т; 
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следовательно, 


: тих _ зах 
Эф У, 

т 60$ —605-; 

2 2 


где х-— угол наклона ребра к плоскости АВС. 
Так же находим углы ф, и $,, углы наклона других граней В5С 


5 и С$А трехгранного угла к плоскости сечения: 
} , их : зшх 
$11 $, — а’ $11 фз — 8 , 
с0$ 5. 60$ 5 
при этом угол х находится приемом тригоно- 
ии; х = агс зп ы где Ю = абс 
метрии; х = — = 
ХС Метрии; т’ 45’ 
Если а =В ==, то $, =, =. 
Если а —=В==1 ==60°, то , 
т 30° _ 73:2 _2 и = ася 2. 
Рис. 131. 1 со 30° зу 8 Ф= 3’ 


Если, наконец, а =В == ==90°, то 
зтх _ 16:2 _ _2 у; 
60$ 45° З.И“ 


$19 = 


8 32. Метрическая зависимость между плоскими и двугранными 
углами трехгранного угла. 


Предылущие задачи н вопросы, разбираемые в этом разделе, ре- 
шаются с помошью тригонометрии и потому должны рассматриваться, 
когда учащиеся умеют решать треугольники и владеют техникой триго- 
номётрических преобразований. Вопросы, как правило, прорабатываются 
в кружках и требуют для своего разрешения достаточного числа часов. 
Разбор приводимых вопросов имеет целью показать методы решения 
отдельных задач и дать прелолавателям разъяснения на некоторые во- 
просы, возникающие, как показывает опыт, при проработке с учащи- 
мися раздела о трехгранных углах, особенно — когда сопоставляются от- 
дельные свойства трехгранных углов со свойствами треугольников. 

Заметим, что рассматриваемые ниже вопросы могут быть в равной 
мере отнесены к отделу тригонометрии. 

Задача 1. Каждый плоский угол трехгранного угла равен а; при 
этом 31< 44. Н Йти двугранный угол трехгранного угла. 

Дан трохгранный угол 5АВС: по условию / А5В = / В$С = 
—= / СЗА==а (рис. 132а). Чтобы найти величину одного из двугран- 
ных углоз трехгранного угла 5АВС, строим линейный угол этого дву- 
гранного угла, положим, угла В5АС, для чего проводим из произволь- 
ной точки О, лежащей на ребре 5С, прямую ОО | А5$В, а затем 
ОЕ | 4$, тогда и ОЕ [ А$ и / РЕО--искомый линейн»й угол. 
Пусть / ОЕО ==х, тогда и аналогично построенный прямыми ОЕ и ОР 
угол ДЕО — линейный угол двугранного угла С5ВА — тоже равен х, 
так как против равных плоских углов лежат равные двугранные у1лы 
{см. стабильный учебник, ч. 2, раздел У, $ 1), следовательно, Л РОЕ== 
— Л БОБ, ибо они имеют общий катет ДО и по ссответственно рав- 
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ному острому углу, / РЕО = / ОРО; из равонства данных треугольников 
следует, что ОЕ == ОЕ и О5$ — биссектриса угла АЗВ. Обозначим отре- 
зок $) через с; тогда находим из треугольника О$Е, что ДЕ == сзта 


и 5Е==ссоза, из треугольника ОЗЕ, что ОЕ==5Е 6 у ==с.с08 Е > ‚ 
наконец, гз треугольчика ДОЕ, что 


Ч 
сс05 2. — 


откуда 


а 
Хх = агс с0$ (ва о) . 


В частном случае, когда а = 90°, находим: с0$ х == с 908.45 459 — 0. 
Итак, с0$ Х = 0 и, следовательно, х == 909 (периодичность функции при 


этом не принята во внимание). 


Если а== 60°, то со5 х==с 6039.45 30° = 42230° == Е их=ас сов . 


Рис. 132а. 


Другое решение эгой же задачи. . 

Проводим в трехгранном угле $АВС (рис. 1326} прямую ОЕ [ $5$С 
и прямую ОР [| $С; тогда / ЕРЕ = х— искомый линейный угол дву- 
гранного угла; кроме того, соединим середину О отрезка РЕ с верши- 
ной’ 5. 


Обозначим отрезок $) через с. Находим: ОР-=е.юа, $Р== ы 


с05а 


и ОЕ= К ы ‚ ибо $О — биссектриса, так как 5Е =$Е2; последнее 


в-текает из равенства треугольников 5ОЁЕ и $ОР, у ьогорых общий 
катег 5) и по равному углу а, / О$Е = / О$Р==а. 


Итак, 
с. яп ь 
2 
ОЕ— . 
с05 а 
Из треугольника ДОР находим: 
‚а ‚ла ‚а 
ОЕ с. 2 с. 7 Бе: э 1 1 
$1 У = Е- созасира > ста. а а — а— 5365. 
2 5п 5 60$ 5 205 =. 


Умение решить данную задачу используется впоследствии при реше- 
нии задач „на пирамиды“, когда по даиному плоскому углу при вершине 
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правильной треугольной пирамиды требуется найти двугранный угол, 
образуемый боковыми ее гранями. 
Задача 2. Каждый из двугранных углов треэхгранного угла ра- 


вен а; найти плоские углы трехгранного угла (24 < 3а< 64 или 


24<а<24. 


Задача решается иа основании решения предыдущей задачи. Обозна- 
чив искомый плоский угол через х, записываем, используя полученный 


. ‚а х 
з предыдущей задаче вывод, что $п-, = 5 ес 5, а потому имеем: 


х ._ @ 
зес 5 = 251-, 
5 = ас 5ес (2: 5) и х==2 агс зес (2 5) . 


откуда 


2 


Возможно и следующее решение. 

Проводим в трехгранном угле 5АВС (рис. 133) через произвольную 
точку А, взятую на ребре А5, плоскость АВС, перпендикулярную к ре- 
бру $А. Эта плоскость, пересекая грани трехгран- 
ного угла, дает равнобедрен ый треугольник АВС, 
в котором / ВАС-=а, так как он является одним 
из двугранных углов данного трехгранного угла, 
и стороны АВ и АС равны, что вытекает из 
равенства прямоугольных треугольников $АВ и 
$АС, имеющих общий катет ЗА и по равному 
острому углу @&. Затем соединяем середину О 
отрезка ВС — линии пересечения плоскости АВС 

Рис. 133. с гранью $ВС —с вершиной 5 и точкой А и 

рассмотрим для определения искомого плоского 

угла тре«гранного угла треугольники 5ВО и 5АВ. Обозначив сторону 
$В==5$С через т, находим: 


ВО — т.зш^; АВ = т-зшх 


2 
и 
т т $1 ы 
. В 2 2 1 
$91 = — = = — — , 
2 В т.зшх от со 2соз 
2“ 2 
или 


— 


[2 
2 2 2: 


: а х х . 
$ — —-3ес —_ или $ес — = зщ 
2 2 
Итак, и это решение дает тот же результат. 
Задача 3. Плоские углы трехгранного угла равны а, Ви у, где 


а=в >, а--8--1< 44 и а<В-Е 1. Найти его двугранные угчы. 

Дан трехгранный угол ЗАВС (рис. 134), в котором / В5С=—а, 
С С$А =В и / А$В =}. Вычислим двугранный угол В5АС, лежащий 
против плоского угла а. Путь ЗА=шШиИ АС | $А, АВ | 5А; обозна- 
чим / ВАС, линейный угол искомого двугранного угла, через х. На- 
ходим: 


т. 
С0$58 * 


АВ=т.9], $8=—, АС=теЗ и 5С= 
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ВС? —= АВ*-Р АС? —2АВ.АС.с0$х; 
ВС? = 5В*- С5? —25В.$С.соза. 


Следовательно, 
АВ? -- АС? — 2АВ. АСсозх==582-- $С* — 258.5С-с03 4 
или в о 
энае __ оо пй __ 212 с0за 
т оу -- т? 78 — 27 6 В со = а. т + я В с081с05 [ ^ 
Разделив все члены на 11? и умножив их на с05? 1 с05? В, получим, 
за 1 с03? В -{- $117 2 с03? у —="2 зу за В с03 у 60$ В с0$ х == с057 р -|- 
Е 052 у — 2 с05 а с0$В с0$ 1; 
— 2 пузтВ с0$1] с03 В с0$ х == с05° В (1 — 3112 1) -- 
-- с03? у (1 — $1128) — 2 с0$ а с0$ В с0з 1; 
— 2 туз В с0$ 1 с0$ В с0$ х == с05? В с03? 1 -- 
-{ с03? у с03? 8 — 2 с0$ а с0$ В с0$ 1. 
Сокращая на с0$В-с0$], имеем: 


— 241 8 $1] с0$ х == 2 с0$В с057 — 2 с05 а 


и 
с05 а — с0$ В с0$ 
0$ Х == со5а — 058 05 т ` 
$ пу 5 
Это равенство может быть преобразовано, 


а именно: 


с05 а — 0$ с0$ 1, 


1—с08х =1 — ; 


Ву Рис. 134. 
2 12 х__ ппу — с0$а + с038с08 1 __ 608 (8 — 1) —©05а. 
2 яп в- зп —_ $ В эт 7 , 
от РТТ 
2 5112 Хх. — 2 2 
2 п В ту 


. ЗП ат т а ВЕ 
Эй * — ИИ ЛЕНИ 
2 зи В 5+ . 


В частном случае, если а=В ==, то 


мы эт 
Хх 2 2 1 1 [1 
$ш = = - — = — == —5ес — 


Результат тот же, что и полученный выше. 

Если обозаачить через у линейный угол двугранного угла, лежащего 
против плоского угла 8, и через д— линейный угол двугранного угла, 
лежащего против плоского угла у, то находим по аналогии: 
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Из Е авы 
‚М 2 2 
2 =] 


$1 7 ШС 


“В ит 8 
2 


И эп 
зт 2 = 
2 


Ограничиваемся приведенными примерами, показывающими, как на- 
ходятся вычислением двугранные углы по даиным плоским углам трех- 
гранного угла. Если требуется решить задачу только методами геоме- 
трии, не прибегая к тригонометрии, то заданные углы могут быть 
в 30°, 45°, 60°, 90° и т. д. или углы, им пополнительные. 


п а* $1 8 


ГЛАВА УП. 
МНОГОГРАННИКИ. МЕТОДИКА ВОПРОСА. 


8 33. Введение. 


1. Переходя к многогранникам (полиэдрам), которым соответствуют 
многоугольники (полигоны} в планиметрии, необходимо показать *уча- 
щимся модели многогранников и только после этозо дать определение 
многогранника. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Многогранником назыгается тело, ограниченное со 
ввеех столон плоскостями. В связи с определением должно быть ука- 
зано учащимся, что плоскости, ограничивающие многогранник, много- 
угольники — грани многогранника; стороны многоугольинков — ребра 
многогранника; верщины многоугольников — вершины многогранника. 

Слелует провести аналсгию между мно! оугольником на плоскости и 
многогранником в пространстве; сторонам многоугольниха соответ- 
ствуют и ребра и грани м! огогранника. В силу указанного имеем, иа- 
пример, следующее определение диагоналей многогранника: 


Диагональю  многоуголь- Диагональю многогран- 


ника назыгается отрезок, кон- 
цами которого служат две вер- 
шины многоугольника, не 
лежащие на одной его стороне. 


ника называется отрезок, кон- 
цами которого служат две вер- 
ШИНЫ многогранника, не 
лежащие ва одной его грани. 


Необходимо при разборе каждого многограиника различать дкаго- 
иал! мгогогранника и диагонали его граней. 

Из многоугольников наименышее число сторон у треугольника, из 
многогранников наименьшее число граней у тетраэдра, число его гра- 
ней — четыре. 

2. Учащиеся уже практически знакомы с целым рядом многогран- 
ников — с кубом, параллелепипелом, призмой, пирамидой, а потому, вБоз- 
вращаясь снова к многогранникам, слелует подробно остановиться иа 
их образовании. Указывагтся, что призматическая поверхность 
сбразуется перемеще! нем в пространстве прямой, которая, оставаясь 
параллельной сгмой себе, скользит по некоторой пл›ск-й ломаной, 
и одновременно д ется понятие об образующей и направляю- 


и 


щей, затем поясняется, что многогрлнник, называемый призмой, полу- 
чается пе, есеченигм замкнутой призматической поверхности двумя 
параллельными плоскостями. 

Для призмы дается следующее определение: призма ссть тело, огэа- 
ниченное зам‹нутой призматической поверхностью и двумя парал- 
лельными плоскостями, пересекающими эту поверхность. 

Встречающееся в ряде учебников определение: призма есть много- 
гранник,. лве грани которого — параллельные и равные одноименные 
многоугольники, называемые основаниями, другие же грани, называемые 
боковыми, — параллелограмы, неточно; от такого определения следует 
отказаться, так как имеются тела, удовлетворяющие этому определению, 
но не являющиеся призмами, как это видно из рисунка 135. 

Надо указать учащимся, что название призм» обычно связывают не 
с числом ее граней, а с числом углов фигуры, лежащеЯ в ез основа- 
‚нии. Так, тоеугольная призма — призма, в основании ко орой лежит 
треугольник; но так как у такой призмы пять граней, то она — пяти- 
гранник, Две грани которого, трсугольии- 
ки, — основания призмы, а другие три 
грани,  парзллолограмы, — ее боковые 
грани. . 

После того как учащиеся ознакомились 
на моделях с различными видами призм: 
наклонной, прямой и правильной, и с 
частным случаем правильной четырехуголь- 
ной призмы, все ребра которой равны, т. е. 
с кубом, следует научить их вычерчиваль 
перечисленные. тела и строить различные 
их сечения. Сечения следует иачинать с 
простейших, именно $ диагональных сече- Рис. 135. 
ний. 

Из разновидностей призмы следует выделить пагаллелепипеды; 
в план:метрии им соответствуют параллелограмы. Целесообразно про- 
вести аналогию между отдельными теоремами планиметрии и стереоме- 
трии, в которых стмечаются соответственно свойства параллелограма и 
параллелепипеда. Так: 
параллелогрг ма 
параллелепипеда 
в ней взаимно пополам. 


1) Диагонали пересекаются в одной точке и делятся 


„ Нараллелограма 
2) Сумма квадратов всех диагоналей - ’-—--—-—_— равна сумме 
параллелепипеда 
сторон 
квадратов всех его ——. 
ребер 


прямоугольного нагаллелограма 


прямоугольного параллелепипеда 
прямоугольного параллелограма 


прямоугольного параллелепиьеда 


3) Диагонали равны. 


4) Квадрат диагонали равен сумме ква- 


` 


ов ВУХ его измерений 
дратов тех мерений. — 
квадрата ау? сторона квадрата 
ата на 22 где д__ СТОрона квадрат 
куба ау з ребро куба 
Приводим доказательство второй из перечисленных теорем. 
Пусть 4,8,С,0,4,6.С,О, — параллелепипед (рис. 136) и А,С,С.А, в 
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5) Диагональ 


8,8,2,0, —его диагональные сечения. Диагональные сечения — парал- 
лелограмы. На основании зависимости между сторонами и днагоналями 


параллелограма имеем: 
В, 01+ В, = 0:03 1 В, ВВ, я | 
АС -НА, С?—= А.А 2 + ос А.С НА, 
В.О--А, @= А „В В.С КУ УИ ь 
. АС В, = АВ. В, С - с,5? +24, 
Складывая почленно полученные четыре рэзвенства и сделав приведе- 
‚ние подобных членов, имеем: 


А.С? -- В, 03 + С, АЗ 2, В? = 40? {|- 462 -- 463, 


‚где а, би с— длины ребер, выходящих из одной вершины параллелепи- 
педа. 

Применяя полученную формулу к прямоугольному параллелепиледу, все 
‚диагонали которого равны, и обозначив его диагональ через О,, нмеем: 


402 = 4 462 + 462 или р? = а? 6? Че. 
Для куба, ребро которого — а, получим: 
08 = 32? или О,=ау’3. 


Должно быть уделено внимание показу 
учащимся, как вычерчиваются развертки 
призм. как прямых и правильных, таки 
наклонных, и предложено им вычертить 
некоторле из них. Такая работа несом 
ненно содействует развитию  простран- 
ственных представлений учащихся. 

Развэртки прямой треугольной призмы, 
прямоугольного параллелепипеда и четы- 
рехугольной наклонной призмы даны в 
стабильном учебнике. 

3. Ниже приводится задача, решение и анализ которой связаны с по- 
строением развертки прямоугольного параллелепипеда. 

Задача-шутка. В комнате, имеющей форму прямоугольного парат- 
лелепипела 4,8.С.0.А,8.С,О., измерения которого а, В и с, на по- 
толке в углу В, сидит паук, а на полу в углу О, сидит муха (рис. 137). 
Определить кратчайший путь, по которому паук может добраться до 
мухи. 

Решение данной задачи сводится к решению следующей задачи: найти 
кратчайшее расстояние от одного конца диагонали до другого ее конца, 
отсчитываемое по поверхности параллеле-ипеда, 

Для решения задачи вычертим развертки прямоугольного параллеле- 
пипеда (рис. 137а). 

Развернем поверхность параллелепипеда в плоскости передней грани 
в следующем порядке: вычерчиваем переднюю, затем нижнюю, заднюю 
и верхнюю грани, боковые ске грани разместим по левую и правую сто- 
роны от прямоугольника А,А,В,В,, повернув их на 90° вокруг А.А, и 
-В,8, так, чтобы ‘они составляли продолжение передней грани. При таком 
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расположении граней кратчайшим расстоянием между точками В, и О, 
является гипотенуза прямоугольного треугольника А,В,0.; это расстоя- 
ние не зависит от расположения оснований и равно: 


ВО, = Иа 6-е = 26. (1) 
Однако кратчайшим расстоянием между точками В, н О., как видно 


из рисунка 137а, может быть и гипотенуза В.О. треугольника В.С,0,; 
это расстояние равно: 


В.О, = И - (е-а)=У йе - 9ас. (1) 


Если построить развертку, в которой В,С.С`В, находится вие четырех- 
угольника А,В,В. А}, го из треугольника О.В.В, имеем: 


ВБ, = И - (а 6 =И а -- с - 246. . (11) 


Еще одно из возмож- 
ных наимезьших расстоя- 
ний: 

В.С.0.0 = а - 
НЫ-с. ... (У) 
Других комбинаций 


нет. Сравним их между 
собою. 


Рис. 137. Рис. 137а. 


Последнее из расстояний (1\) больше каждого из остальных трех при 
любых условиях, так как а, 6 и с положительные числа, а потому 
оно отпадает. На самом деле: ° 


(Ноно |205; 
(ао рее -не- 26; 
(ао с) а - с? 9са. 

Что же касается остальных трех результатов, то все они зависят от 
величины членов 2аб, 26с и 96а. 

Поэтому, если а>ё и а`>с, то кратчайший путь даст решение (1); 
это —ломаная В,КО., при этом точка К найдется, если разделим сторону 
А;В; в отношении 0:с, считая от вершины А. 

Для большего удобства сравнения полученных результатов выиесем 
з каждом из соответствующих подкоренных выражений 220дс за скобки, 


тогда получим: 
арые 1 
2а6е ( 2абс + а) у ( 
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— наименьшее расстояние при @ > иа> с; 


ние 1 
2абс (Вы -- $) (П} 
—- наименьшее расстояние при 6 `>аи 8 с; 
а? + оз сз 
даб (ет) (т) 


—- наименьшее расстояние при са ис. 

Задача принадлежит к числу занимательных задач и всегда вызывает 
к себе болышой интерес со стороны учащихся, однако она имеет и са- 
модовлеющее практическое значение, поскольку ставится вопрос о на- 
хождении кратчайшего пути между двумя точками, определяемого не по 
прямой линии, а по ломаной. Решение и анализ задачи должны убедить 
учащихся, что сравнительно простая по замыслу задача нередко требует 
весьма сложных выкладок и рассмотрения ряда возможных ответов, ко- 
торые зависят от числовых значений отдельных элементов, входящих в 
задачу. 

Задача упрощается. если заменить параллелепипед кубом: в этом слу- 
чае а====с, искомое расстсяние равно аИ 5, и точка К — середина 
ребра куба. 

4. Когда так рассмотрены различные призматические тела, можно 
еще дать определение параллелепипеда как шестигрангика, все грани 
которого—параллелограмы, и доказать тео, емы 1) о параллельности и ра- 
венстве противолежащих граней параллелепипеда, 2) о гересечении днаго- 
налей параллелепипеда в одной точке, 3) о равенстве диагоналей пря- 
м ‚угольного параллелепипеда, и выразить длину сего диагонали через три 
его измерения (02 = а? -|[ 52-1 с*). 

Доказательства приведенных предложений даны в стабильном учеб- 
нике. 

Необходимо затем, в целях закрепления в памяти свойств изученных 
тел, рашить ряд задач как на построение, так и на вычисление отдель- 
ных элементов этих тел, широко используя при этом знакомые учащимся 
теоремы о взаимном положении прямых и плоскостей в пространстве; 
могут также быть использованы знания по тригонометрии, при этом во- 
просы, решаемые по преимуществу с помощью тригонометрии, следует 
переносить на уроки тригонометрии. 


$ 34. Задачи на построение и вычисление, связанные 
с построением призм. 


1. Построить изображение прямоугольного параллзэлепипеда, из- 
мерения которого а =12 см, в=16 см и с =24 см, если известно, 
что он стоит на горизонтальной плоскости и грань с ребрами аи 
с параллельна вертикальной плоскости чертежа. 

Масштаб 1:4, ф— 45 и Е = 0,5. 

Решение. На рисунке размеры заланного параллеле-ипеда соответ. 
ственно должны быть 3, 4 и 6 см. ^ 

Построив основание АВСР — прямоугольник со сторонами З и 4 си, 
проводим в вершинах его д, В, Си О прямые АА, = ВВ, — СС, — 
=—ДЬ, =6 си перпендикулярно к плоскости прямоугольника АВСВ 
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{рис. 138). Соединив затем в последовательном порядке концы А., В, 
С, и О, перпендикуляров, получаем искомое изображение прямоугольного 
пзраплелепипеда, реба ДА, О? и ОБ; которого обозначаются пункти- 
ром, ребра же ео перздней грани — более жирными линиями, нежели 
остальные ребра. 


2. Вычислить угол между диагональю прямоугольного параллелепипеда 
и плоскостью его основания, если известно, что измерения пагаллелепи- 
педа равны а, бис. 0 

Данная задача требует от учащихся знания ° 
определения и ност„оения угла, образуемого пря- 
мой и плоскостью. !: строением одной из диагона- 
лей параллеленипеда, напрамер Д.В (рис. 138), и 
диагонали. основания ВО получается искомый 
угол, Х РВБ; =а. 

Следует обратить внимание учащихся на то, 
что проекция диагонали параллелепипеда на плос- 
кость его основания есть диагональ основания. 

Нелишне провести также и диагональ 8В:Г» 
верхнего основания параллелепипеда и вычертить Ри. 133, 
отдельно диагональное сечение — прямоугольник 
ОВВ,0.. Вычисляотся функции угла а по заданным измерениям а, бис парал- 
леленипеда. 


С 


[4 с 
а; $1 а — ; 
8 Уе-ь? утес 

са ИИ 
Уйти а 


Когда выписаны тригонометрические функции искомого угла, следует решить, 
какая из формул наиболее проста для вычислений; очевидно, что т.кова первая 

Т- 
Уз 5 

Полученное решение следует подвергнуть анализу. Следует поставать воп- 
рос: может ли диагональное сечение прямоугольного параллелепипеда быть квад- 
ратом? Понятно, что это возможно, если равны стороны сечения, ОВ —= ВВ, или 
если а? + $? — с2, т. е. когда высота параллелепипеда равна диагонали его осно- 
ваная, но в таком случае фея = 1 и «= 45°. 

Куб есть частный случай прямоугольного параллелепипеда, в котором а = 6 =с, 
а потому может быть поставлен и такой вопрос: может ли быть диагональное 
сечен зе куба квадратом? Ясно, что получается отряцательный ответ прям оугольник, 
получаемый в диагональном сечении куба, не может иметь равных сторон, так как 
ребро куба равно а и диагонзль его основания, т. е. диагональ квадрата, не 
может равняться стороне квадрата а. В том случа, когда а== $==е, полученное 

запишется {8 в —= ы = 0,707. 


с 
У а? + 6? ау? 

Можно поставить еще вопрос: чему равен угол $ между двумя диагоналями 
параллелепинеда? Проведя вторую диагональ 8,2 параллелепипеда, убеждаемся, 
47 > # = 180° — и В -=2а 


формула; по ней вычисляется по таблацам угол 9; угол а == агс в 


выше решение 8 @а— 


3. Построить изображение прямоугольного параллелепипеда по 
данной его диагонали @=—10 см, углу, образуемому этой диаго- 
налью с плоскостью основания, а= 60? и стороне основания 


а —=4см (масштаб 1:1, Ф=459 и #=5). 


Сперва строим прямоугольник, лежащий в основании параллелепипеда 
а 
(рис. 139). Одна из его сторон а =4 см, а диагональ вр =- =5 см, 
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ибо она лежнт в прямоугольном треугольннке ОВО, против уг- 
ла в 30°. у 

Построение изображения следует расположнть так, чтобы диагональ- 
ное сечение параллелепипеда было параллельно вертикальной плоскости 
чертежа; тогда оно не будет искажено. Строим прямоугольник основання на 
плоскости Р (рис. 140), расположив его диагональ ВО параллельно пло- 
скости чертежа, и отмечаем на диагонали ВО точки К и Г (отрезки ВК 
и ОК могут быть и вычислены, так как ОК:АВ = 16:9 и ОДК-- АВ = 
в ==5). Затем строим в плоскости чертежа при точке В 

угол а==60°, где ВО — одна из его сторон, и прово- 

ОР дим ОО, 1 28; тогда отрезок ВО; = 2ВР =10 см — 
| И \ диагональ параллелепипеда. 
2 ‹ 4 Проводим, наконец, ААД,, ВВ. и а параллельно 

Рис. 139. Ор, и откладываем отрезки АА, =ВВ, = СС, =ррБ;; 

соединив точки О., А;, В;, С, прямыми, получаем ис- 
комое изображение параллелепи тела. 

4. Если в кубе или в прямоуголь- 
ном параллелепипеде провести сечэ- 
ние через концы трех ребер, выхо- 
дящих из одной вершины, то ква- 
драт площади треугольника сечения 
равен сумме квадратов площадей 
треугольников, которые являются 
проекциями треугольника сечения на 
плоскости трех граней. Доказать. 

В самом деле, пусть дан куб 
А.В.С.0.А.В,С,О., и концы его ребер, 
исходящих нз вершины Д;, соединены 
с вершинами А, Су и 0,, тогда 
площадь каждого из треугольников Рис. 140. 

0.0,А,, 20,0:С, и БАС, отсе- 

а.а а? 
каемых на гранях куба, равна —5- => ‚ треугольник же А.Б,С, се- 
чения — равносторонний, его сторона равна а И2, площадь же его 
равна 


сУЗ»УЗ «УЗ 
бУЗРУЗ «УЗ 


и 
(5 3)'— (5+ ($) +(@) 
ИЛИ 
миа. 


Если дан прямоугольный параллелепипед, то целесообразно рассмот- 
реть сперва частный случай, например параллелепипед, измерения кото- 
рого 6 Х 4 ЖбБ, а затем уже решить вопрос в‘общем виде. 
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1) Решение частного случая (рис. 141): 
6.5 


пл. Б.Б: А: =; =15 кв. е1.} 
пл. р,р:с, = 8.410 кв. ед.; 
пл. с, 46—12 кв. ед. 


и 152-102 -| 122—225 4 100 -|- 144 = 469. 
д.2, =И36 25 =И61; В.С, = И 5 = 
и АС. =И 36 +16 =уИ 52. 


61 < 52-Е 41, а потому треугольник сечения — остроугольный. 

Для вычисления пло:иади сечения, Л 4.0.С, можно было бы вос- 
пользоваться формулой Герона; но стороны тре- 
угольника выражаются иррациональными числами, 
а потому вычисление по этой формуле весьма 
сложно, и следует использовать другой прием. 
Вычертив отдельно Л А,0.С), используем  фор- 
мулу квадрата стороны треугольника, лежащей 
против острого угла. Тогда 


52 =61-- 41 — 2х1 61 


25 
откуда вычисляется отрезок * — Уз › а затем 


находится высота й треугольника: 
625 _ 1876 71876 
2—4] — 20—29 — 
22—41 — ы и == У =". 
После этого определяется площадь $ сечения: 
—_ 1976 1 —_ —_ 
5=1.И9. и" = /Т876 —И 455. 


Итак, квадрат площади сечения равен 469, т. е. сумме квадратов 
площадей трех треугольников, отсекаемых сечением на гранях паралле- 
лепипеда. . 


2) Решение общего случая (рис. 14'): 


=; пл. мос, =%; 


(®)+ (“+ (“= ар -- р + а? 


Стороны треугольника сечения соответственно равны: 


ужо, ума и уа- а, 


пл, О.бА, = ы ‚ п. 2%0:С; == 


отсюда 


откуда 
= а мт фу в.х 
я 
__ 242 -- 2—9 — 2 _ а1 
2уе-ы учи’ 


11% 


Находим высоту Й треугольника; 


а’? ай + За + @® — а _ 
в=У аа эев=У, ар = 


О ЕЕЕН 62 4 1222 + са? 


а + 
я 
ИИ 1218 | 2262 4- сада ОИ 
5А= у. ати“ кие Иа Б-р т, 
ы 2 -| 6222 -- га? 
а?62 с са 
И, 


что и требовалось доказать, 
Теорема эта принадлежит Фаульхаберу (1588—1635). 


Можно поставить вопрос более общий, об аналогичной зависимости - 
площади плоской фигуры и площадей проекций заданной фигуры на 
три взаимно перпендикулярные плоскости. - 

Доказательство в общем виде, кзк и предшествующее доказательство, 
можно провести на основе зависимости площади проекции и площади 
проектируемой фигуры и соза, где а—угол между плоскостью заданной 
Фигуры и плоскостью проекции. 

Следует указать учащимся на аналогию этой теоремы с теоремой 
Пифагора. По теореме Пифагора квадрат числа, выражающего длину 
типотенузы, равен сумме квадратов чисел, выракаощих длину катетов. 
В рассмотренной теореме квадраг часла, выражающего площадь грани 
прямоугольного тетраэдра, равен сумме кзадратов чисел, выражающих 
площади трех остальных граней прямоугол ного тетраэдра. 

Учащиеся увидят, что вместо того, чтобы вычислять *непосредствен- 
но площадь указанного сечения, можно ограничиться вычислен ем пло- 
шадей трех отсекаемых на гранях куба или параллелепипеда треуголь- 
ников, и тогда площадь сечения равна корню квадрагному из суммы 
квадратов площадей трех треугольников. Так, если измерения прямо- 
угольного параллелепипеда равны 1, 2 и 3 линейным единицам, то 
квадрат площади искомого сечения будет 


я Резо а 8 


откуда Из 5 кв. ед. 


5. Два диагональных сечения параллелепипеда пересекаются по 
прямой и делятся ею взаимно пополам. Доказать. 


Решение. Проводим в параллелепипеде 4,В,С.0,А,В,С,О, диаго- 
нальные сечения АССА, и А.О, С.В.. Сечения имеют общие точки, 
точки А; и С,, и, следовательно, общую прямую А.С, — диагональ па- 
радлелепипеда. которая является общей диагональю обоих сечений, а 
потому она делит оба сечения пополам. 

Эга теорема может быть дана учащимся для самостоятельной прора- 
‘ботки после ознакомления их с параллелелипедом. Должно провести 
параллель между данной теоремой и соответствующей теоремой плани- 
‘метрни: диагонали параллелограма пересекаются в одной точке и 
делятся взаимно пополам. 
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6. Если в четырехугольной призме два диагональных сечения 
делятся взаимно пополам, то это — параллелепипед. Доказать. Тео- 
рема эта соответствует теореме планиметрии: если в четырехугольнике 
диагонали делятся взаимно пополам, то это — параллелограм. 


Последняя приведенная теорема стереометрии дает возможность рас- 
познавать, является ли четырехугольная призма параллолепипедом, по- 
добно тому, как соответствующая теорема планиметрии позволяет относить 
к параллелограмам те из четырзхугольников, диагонали которых делятся 
взаимно пополам. 

Для самостоятельного доказательства могут быть даны теоремы: 

Если два диагональных сечения параллелепипеда перпендикулярны к 
основанию, то параллелепипед прямой. 

Всли два диагональных сечения параллелепипеда — равные прямоуголь- 
ники, то параллелепипед прямоугольный. 

Всли диагонали параллелепипеда равны, то он прямоугольный. 

Всли диагональные сечения четырехугольной призмы пересекаются в од- 
ной точке, то это — параллелепипед. 


7. Сумма двугранных углов, последовательно образуемых 6б0- 
жовыми гранями п-угольной призмы, равна 24(п— 2). Доказать. 


Решение. В самом деле, если провести плоскость перпендикулярно 
«к ребру призмы, то получаемое поперечное сечение — п-уголь- 
ник; все его углы являются линейными углами двугранных углов, обра- 
зуемых боковыми гранями призмы; сумма этих линейных углов равна 
24 (п— 2). 


8. Сумма всех двугранных углов, прилежащих к обоим основа- 
ниям П-угольной призмы, равна Зап. 


Решение. Действительно, двугранные углы при обоих основаниях 
призмы, образуемые основаниями и одной из боковых граней, являются 
внутренними односторонними двугранными углами, их сумма равна 24; 
число пар односторонних двугранных углов равно числу боковых граней 
призмы, а потому сумма всех таких дву ранных углов равна Зам. 

Следствием обеих этих теорем служит утверждение: сумма всех 
двугранных углов параллелепипеда равна 124. Вообще, сумма всех дву- 
гранных углов любой п-угольной призмы равна 44 (п — 1). 

В самом деле, сумма двугранных углов, образуемых боковыми граня- 
ми, равна 24 (п— 2), а сумма двугранных углов при основаниях равна 
24 п, следовательно, сумма всех двугранных углов равна 


24 (п —2) + 241—441 — 44 =44(п— 1). 
Лля параллелепипеда нмеем : 
44 (4 —1)=44.3 =124. 
9. а) Плоскость, не параллельная основанию прямой призмы и 


пересекающая все боковые ребра ее, дает в сечении много- 
угольник, площадь которого больше площади основания. Доказать. 


6) Найти отношение площади сечения к площади основания и 
отношение площадей двух различных сечений, проведенных в пря- 
мой призме. 


8 Геометрия, ч. 11. 113 


Решение. Основание прямой призмы есть проекция любого сече- 
ния, пересекающего все боковые ребра призмы, а потому 


9 — Ч. с03 а, 

где @— плошадь основания, @,.— площадь сечения, а а— угол, 
образуемый плоскостями сечения и основания. Но |:05 &| = 1, а потому 
0—0... или же 9==0.., если а=0, и тогда плоскость сечения 
параллельна плоскости основания. 

Если О, —- площадь одного сечения призмы и @, — угол, образуемый 
плоскостью этого сечения и плоскостью основания призмы, а @, — пло- 
щаль другого сечения призмы и а, — угол, образуемый плоскостью эгого 


©, = о 


сечения с плоскостью основания призмы, то ©, = аа 
73 


С0$ 1 
откуда 

О; _ 054% _ $`са; 

0. 05: 3%’ 


т. е. площади сечений пропорциональны секансам углов, образуе- 
мых этими сечениями с плоскостью основания призмы. 


Данная теорема вполие доступна учащимся для самостоятельной про- 
работки. Следует только предварительно напомнить зависимость между 
площадью плоской фигуры н площадью ее проекции на плоскость. 


10. Построить отрезок, равный ребру куба, если даны: 1) длина 
его диагонали Л, 2) периметр Р его диагонального сечения. 


Решение. Эти задачи решаются методом алгебраического ана- 
лиза; их решение позволит учащимся возобновить в памяти задачи на 
построение по планиметрии. 


1) Обозначив ребро куба черзз х, имеем р =хуЗ, откуда 


— —__ 
Уз 3 3, 

д, т. е. ребро куба есть средняя про- 
порциональная между — диагональю, 
куба и одной третьей этой диаго- 
нали. 

Находим х построением. Пусть 
диагональног сечение куба лежит в 
плоскости чертежа (рис. 142). Олло- 

Н с, жив отрезок АС, и разделив его 

Рис. 142. на три равные часли, имеем: А.К == 


< 


=-. Полуокружность, построенная 


на А,С, как на диаметре, пересекается перпендикуляром КА, к прямой 
В 


А,С, в точке А}; отрезок А,А, равен ребру х куба, ибо х= 9.5; 


в то же время 4.С, — диагональ основания куба. 
2) Пусть ребро куба равно х. Диагональное сечение куба — прямоуголь- 
ник со сторонами хи ху 2, а потому 2х -|- 2х И2 -=Р, огкуда 
к — Р _РУ2-В _У2Р.-Р-Р 
2142) 2 2 у 
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Строя сперва отрезок у=иИЭР Р, а затем отрезок у—Р, нахо- 
дим отрезок х, равный половине отрезка у— Р. 


11. Построить изображение куба по 4 — диагонали его грани 
(угол сокращения ф =45° и коэфициент сокращения в=3). 


Решение. Строим основание куба — квадрат — по его диагонали 
@ (рис. 143): это квадрат 4,8.С.0, и А.С, —его диагональ 4. При- 
нимая во внимание, что 4=хИ 2, находим, что 


а ау? и“ а 
ху = 9, 
а 


т. е. ребро куба х есть средняя пропорциональнся между 4 и 5. 


Чтобы построить Хх, следует продолжить А.С, на отрезок см=. 


и построить на отрезке А.М как на диаметре полуокружность, на кото- 
рой лежат вершина С; и центр О, 
верхнего основания куба, так как 
С.С. =0\0, = х— ребру куба. Затем 
проводим через вершины 4.,8,,С,О, 
прямые, параллельные О; О, иотклады- 
ваем на них отрезки 4,4, = В.В, = 
—=С.С, =0.0,=0:0,==х; полу- 
чаем таким построением искомое 
изображение куба. 

Следует отметить, что на рис. 143 
диагоназьчое сечение куба дано 
в плоскости чертежа, а потому его 
размеры не сокращаются; при таком 
расположении днагонального сечения Рис. 143. 
куба отрезки С.С, и ОО, полу- 
чатся на рисунке построением полуокружиости в действительную величину. 


12. Измерения прямоугольного параллелепипеда равны а, 6 и с. 
Через одну из сторон основания проведена плоскость, пересекаю- 
щая противолежащую грань и проходящая через ее середину. 
Построить развертки двух тел, на которые этой плоскостью делится 
параллелепипед (2 —45 и А = 0,5). 


На рисунке 144 даны изображения параллелепипеда с проведенным 
в нем сечением и две искомые развертки. 

Построгние разверток — самостоятельная работа учащихся. Когла 
вычерчены развертки обенх частей, на которые рассекается плоскостью 
гараллелепипел, можио предложить учащимся построить их модели; для 
этого следует вырезать развертки, оставив некоторый запас картона для 
склеивания, и склеить их. Приложив затем полученные модели др г 
к другу заштриховавныуи общими гранями, учащиеся уб.ждеются, что 
части составляют параллелепипед, измерения которого равны а, 6 и с. 


13. Построить изображение правильной треугольной призмы, 
все ребра которой равны, и построить в ней сечение, проходящее 
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через сторону основания призмы и середину отрезка, концами 
которого служат центры оснований. 


В пелях лучшего уяснения учащимися взаимного положения отдель- 
ных элементов того пространственного образа, изображение которого 
надлежит им построить, следует использовать геометрический ящик. 


Рис. 144. 


Для построения требуемого изображения треугольной призмы вычер- 
чивают сперва правильный треугольник (рис. 145а), лежащий в основазии 
призмы, а затем лучше строить на плоскости Р правильный треугольник, 
ра:положиз его так, чтобы высота его СО была параллельна вертикаль- 
ной плоскости чертежа; пусть это будет треугольник А,С, 8, (рис. 1456). 


Рис 145а. 


Затем проводят через вершины А, В, и С, прямые, перпендикулярные 
к плоскости построенного трзугольника 4,8,С.; понятно, что эта пря- 
мые следует провести перпендикулярно к примой С. или к нижнему 
или верхнему краю плоскости Р; на перлендикулярах откладывают 


#16 


равные отрезки, так что 4, А, = В.В. = С.С, = АВ — стороне треуголь- 
ника АВС; если затем соединить прямыми концы перпендикуляров 
А., В› и С., то получится искомое изображение призмы, 

После этого следует провести в верхней грани призмы медиану С.Д, 
и отложить на ранее построенной медиане (высоте; СД. отрезок 


1 
0,2: = 3 С10,, на медиане С,О, — отрезок О,), == Е С,О. и согдинить 


прямой точки О. и О», которыми определяется положение оси О, О, призмы; 
если, наконец, провести О.0,, то получится сечение призмы, проходящее 
через ребро С,С, призмы, ось О.О, и медиану (высоту} СО; основания. 

Отметив еще середину О; оси 0-0», приступают к построению 
искомого сечения. Согласно условию, ему принадлежат т чки О, и Д,, 
лежащие в плоскости С,0.0,С,, а потому и прамая О.О., проходяшая 
через эти точки, лежит в плоскости сечения; эта прямая 0.О., пролол- 
женная за точку О., пересечет в точке М медилну С.Д. верхнего осно- 
вания А.В,С. призмы. 


Желательно отметить, что О,М==0.)., ибо ЛО,0,П. = 0,0. М 
по катету и острому углу, а потому ‘О,М==--С,0, == МС, = О.0,, так 


1 
как ОО, ==, С.Ю;. Понятно, что плоскость сечения пересекает пло- 


скости параллельных оснований призмы по параллельным прямым, а по- 
тому, если провести через точку М прямую КЁ, параллельную А.В. или 
А,В., и соединить затем точки пересечения Аи [. эт. й прямой со сто- 
ронами С,А, и С.В, верхнего основания соответственно с вершанами 
А, и В, нижнего основания призмы, то получится искомое сечение 
А,В,ЁК; это сечение — равнобедренная трапеция, ее основания — А, 8; и 


1 
КЬ, и при этом КЁ =--А.В,. 

Нередко случается, что учащиеся, нелостаточно внимательно вникая в усло- 
вия задачи, полагают, что треугольник 4:8,С5 (рис. 145в), получаемый соедине- 
нием вершин А, ин В, с вершиной Со, является искомым сечением. Неправиль- 
ность такого построения и заключения должна быть вскрыта, для чего следует 
рассмотреть прямоугольные треугольники Оз305Сь и ОзО.Ду; в этих треугольни- 
ках, согласно условию, ОО = ОзОь, равпы также углы при общей вершине О’, 
как противоположные, а потому треугольники равны; из равенства треугольников 
в свою очередь следует, что О,Д, = О.Сь, но 0,0, = высоты треугольника 

2 
А, В.С ь а баб: = высоты треугольника АзВэСо, равного треугольнику АВ. С;; 


понятно, что в силу указанного О;Р, пе может быть равно О.Со, а потому 
предположение, что искомое сечение пройдет через вершину С», неверно; оно 
проходит, как было указано выше, через точку М — середину отрезка ОС». Сле- 
дует отметить, что в том случае, если бы сечени- проходило через вершину Со 
призмы, треугольники СеОзОз и ОзО:Р; были бы только подобны, и тогда точка 
О; не была бы серединой отрезка О,О5. 

050; __ 20. _ 2 


0.0, Би 1 
таким образом, плоскость сечения Пересекает ось призмы на расстоянии, равном 


Из подобия треугольнаков следует, что в этом случае и, 


> оси, считая от осиования призмы. 

© 

Весьма полезно использовать данную задачу на построение для реше- 
ния задачи на вычисление, а именно — вычислить площадь сечения, если 
известно, что каждое ребро данной призмы равно а. 
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Решение. Сечение А, АВ, — трапеция; основание А.В, ==а, осно- 


взрие КУ; высота /МО; трапеции вычисляется из треугольника 


«УЗ 


1 
0.0:0;, в котором 0,0, = а, 0,0; = в, а потому 


оу, М у ва 


2 


Находим площадь сечегия; 


$\=(А,В, КИ) МР (а 


з 


«).473 луз 


14. Построить изображение куба и провести в нем через центр 
куба сечение, параллельное диагоналям двух смежных боковых 


Рис. 147. 


его граней. 


Следует рассмотреть 
два случая: 1) когда диа- 
гонали В.С, и С,0, бо- 
ковых траней куба не 
пересекаются (рис. 146) и 
2) когда диагонали С.В, 
н С), пересекаются 
(рис. 147). 

В первом случае сле- 
дует провести через центр 
О куба прямые КРи ММ 
параллельно данным диа- 
гоналям, для чего прово` 
дят срелнюю линию ММ 
диагонального сечения 
А,В.С.О., и среднюю ли» 
нию КЁ диагонального сечения 
В,С.,0,А,. Ясно, что прямыми КЁ 
и ММ однозначно определится 
искомая плоскость сечения. По- 
строение сечения, проходящего 
через точки А, Д, М и М, не 
требует особых указаний. В сече- 
нии получается правильный ше- 


стиугольник, сторона которого 
„> 


равна ата ‚ где а — ребро куба. 


Во втором случае выполняется 
аналогичное построение. 

Такого рода задачи на по- 
строенне должны быть использо- 
ваны при решении задач на вы- 
числение. Учащиеся должны на- 
учиться по данным „числовой“ 


задачи построить пространственную фигуру в соответствии с числовыми 
данными, соблюдая принятый масштаб, коэфициент и угол сокращения; 
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яе следует ограничиваться только тем, что учащиеся дают изображение 
тел так, как они им „кажутся“; целесообразно, как уже не раз отмеча- 
лось, пользоваться геометрическим ящиком, если построение изображе- 
ния пространственной фигуры представляет трудности. 

15. Теорема. Если два треугольника А.В: С; и А,В.С, располо- 
жены в пространстве так, что пзямые А,А,, В.В, и С,С,, проходящие 
через соответственные вершины треугольников, пересекаются в од- 
ной точке О, то точки пересечения К, Ё, и М (если таковые имеются) 
соответственных сторон А, В; и А,В , В.С; и В.С, С.А, и С,., дан- 
ных треугольников лежат на одной прямой (рис. 148). 


Эта теорема принадлежит Дезаргу (1593—1662). 

Она не входит в программу элементарного курса геометрии и может 
<лужить темой кружковых занятий с учащимися. Одно из значений тео- 
ремы — проверка с ее помощью правильности выполненного построения 
сечения, как будет указано ниже. 

Пусть даны треугольники А.В.С, 
и А,В.С, (рис. 148} и пусчь пря- 
мые 4.4., В.В, и СС, при своем 
гродолжении пересекаются в точке О. 


м = 
2 


Рис. 148. 


Отсюда следует, что стороны А1В; и А.В, лежат в плоскости, одно- 
значно определяемой двумя пересекающимися прямыми А.О и В,О; 
<тороны В;С; и В.С,—в плоскости, однозначно определяемой двумя 
пересекающимися прямыми В.О и С.О, и, наконец, стороны С.А; и 
СА, в плоскости, однозначно определяемой прямыми СО и 4,0; 
эти три плоскости — А.ОВ,, ВОС, и С,ОА, — попарно пересекаются и 
имеют одну обшую точку О. 

Допустим, что стороны А.В, и А,В., В, С, и В,С,, СА, и С, А, 
данных двух треугольников не параллельны, и пусть они пересекутся 
соответственно в точках К, Ги Л. Точки К и Ё принадлежат плоскости 
треугольника А,В;,С;, и плоскости треугольника А,3,С., следовательно, 
прямая КЕ принадлежит обеим плоскостям, т. е. она является прямой, 
по которой пересекаются плоскости обоих треугольников. Точно так же 
точки // и М, а следовательно, и прямая (М, принадлежат плоскостям 
обоих треугольников. Прямые КЁ и [М должны составить одну прямую, 
так как в противном случае плоскости 4, В.С; и А,В,С, имели бы две 
различные прямые, по которым они пересекались бы, что невозможно, 
потому что через две пересекающиеся или две параллельные прямые 
можно провести только одну плоскость, и тогда плоскости А В.С, н 
А,В»С, должны были бы слиться. Следовательно; АГ. и [.М составляют 
одну прямую; теорема доказана. 
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Вывод не зависит от того, какой угол друг с другом образуют 
плоскости треугольников А В.С. и А В.С,; вывод верен и тогда, когда 
угол, образу мый плоскостями треугольников, равен нулю. 

Таким образом, эта т.орема справедлива и для геометрии на пло- 
скости. 

Теоре 'а справедлива в том случае, когда хотя бы одна из сторон 
одного треугольника параллельна стороне другого, положим А.С. и А. С,. 
В этом случае прямая КЕ А.С; и КЁ| А,С, и потому А.С, и А.С.. 
па, аллельны между собой и прямой АХ. 

Если же две стороны треугольника А,В:С., параллельны двум сторо- 
нам треугольника А,В,С., то плоскости обоих треугольников параллельны, 
откула сле ует, что все три пары сторон — А; В; и А, „, В.С и В.С.. 
СА, и С.А, — параллельны и, следовательно, в конечной части плос- 
кости не существует искомых 
точек пересечения. 


16. Обратная теорема. 
Если в пространстве даны 
два треугольника А.В,С, и 
А.В.С, и точки пересечения 
К, Г и М прямых А.В, и 
А.В, В.С, и В.С», СА. и 
С.А, лежат на одной прямой, 
то прямые А.А,, В.В, и С.С, 
пер=секаются в одной общей 
точке. 


Рассматривая треугольники 
АКА и С,ЁС, (рис. 148), 
видим, что они удовлетворяют 
прямой теореме, ибо прямые 
А.С, КЬи А,С, пересекаются 
в точке М, а потому стороны 

Рис. 149; их попарно пересекаются, а 
именно: А.К и С.Ё в точке В., 
КА, и ГС, в точхе В., А.А, и С.С, в точке О;эти три ‘точки, В», В. 
и О, лежат на одной прямой ОВ и: треугольники В.ВК и С.С „М 
также удовлетво, яют прямой теореме, вх стороны попарно пересека- 
ются, а именно: В.В; и С.С, в точке О, В.Ки С,М в точке А,, КВ, 
и МС. в точке А. эти три точки лежат на одной прямой ОЛ, А», про- 
холящ Й через точку О; наконец, и треугольники В.ЁВ1 и АМА; удовле- 
творяют условням прямой теоремы, их стороны пересекаются; а именно: 
В. и А,М в точке С,, [В и МА, в точке С}, наконец, В.В, и А, А, 
в точке 0; эти три точки лежат на одной прямой С,С,О, проходящей 
через точку О. Итак, все три прямые, А,4,, В.В, и С,С,, проходящие 
через соответственные вершины данных двух треугольников А.В,С, и 
А,В.С., пересекаются в одной точке О. 

Следует отметить, что прямая теорема остается справедливой и 
В том случае, когда прямые, проходящие через соответственные вершины 
треугольников, окажутся параллельными и, таким образом, не пересе- 
каются (рис. 149); доказательство то же, что и для случая, когда прямые 
пересекаются в точке О. 


12) 


Приведенная теорема и ей обратная содействуют развитию простран- 
ственных представлений, ее полезно проработать в кружках. Преподава- 
телю теорема дает возможность, как уже было сказано, проверять пра- 
вильность сделанного построения и облегчает выполнение млогих слож- 
ных построений сечений, например в пирамидах. 


$ 35. Задачи на построение и вычисление, связанные 
с сечениями куба. 


1. Построение сечений куба и вообще любого многогранника пло- 
скостью, проходящей черзз три точки, лежащие на ребрах куба, было. 
уже рассмотрено. В настоящем разделе вопрос о провеленни сечений 
в кубе ставится несколько шире, а именно: точки, однозначно опреде-` 
ляющие положение плоскости сечения куба, расположены или на его 
гранях или внутри куба. Естественно, что такие задачи. в значительной 
степени спосоэствуют развитию пространственного представлени: уча- 
щихся. Приводимые ниже задачи на построение, конечно, не могут слу- 
жить предметом изучения на уроках в классе, для этого нет нужного 
числ: часов по плану; однако, они могут служить темами для общей 
кружковой работы учащихся или темами для рефератов отдельных, 
наиболее успевающих уча цихся. Нужно указать, что эти задачи требуют 
от учащихся много внимания и большой четкости и аккуратности в са- 
мом выполнении; рекомендуется изготовить сперва с помошью геомет- 
рического ящика модель заданной фигуры, а затем уже построить 
изображение фигуры нз двумерной плоскости. Точки, определяющие 
положение плоскости сечения, могут быть взяты и вне куба, однако, 
такого рода построения нами здесь не рассматриваются. 

Задача считается решенной, если прямые, по которым плоскость 
пересекает грани куба, образуют на его поверхности замкнутый контур. 
В целях большей наглядности рекомендуется отмэчать контур сечения 
каким-либо цветным мелком или каранлашом и заштриховывать фигуру 
сечения, если этим не нарушается четкость рисунка. 

2. Задачи на сечения куба, проводимые через три точки, лежащие 
1) на гранях куба, 2) внутри куба. 

1) Провести в кубе сечение, проходящее через точки К, Би М, ле- 
жащие на трех послезовательно расположенных гранях куба. Рассмотоим 
два из возможных положений точек КЁ и М. 


а) Пусть точки К, Ги Млежат на левой боковой грани, 
на передней грани № на правой боковой грани куба. 

Проводим через данные точки К, Ён М в соответствующих гранях 
куба прямые А\Кь, /12. и М, М, параллельно боковым ребрам куба (рис. 150}; 
соединив точки Ку, 2) и М, а также точки Кь, [, и М», лежацие на пло- 
скостях оснований куба, получим треугольную призму, на ребрах которой 
лежат данные точки А, Ди /М. В треугольной призме проводим сечение 
через данные точки А, [Г и М, получим треугольник АЁ/М, плоскость 
которого совпадает с плоскостью искомого сечения, однозначно опре- 
деляемого данными тремя точками К, Ри 4. 

Прямые /./М и Г,М,, лежащие в одной плоскости, в грани Г. /М, М. !.. 
призмы, пересекаются в точке 7, принадлежащей и плоскости грани 2. И, 1., 4. 
и плоскости сечения. Прямые К/{ и К,/М., лежащие в одной плоскости, 
в грани КМ, М.К, призмы, пересекаются в точке 2, принадлежащей и 
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плоскости грани К,М,М,К, и плоскости сечения. Прямая, проходящая 
через точки / и 2, принадлежит, таким образом, плоскости сечения и 
плоскости верхней грани куба; по этой прямой пересекаются обе эти 
плоскости; она — слел плоскости сечения на плоскости верхнего осно- 
вания. Следовательно, прямая В.С, лежащая в плоскости верхнего осно- 
вания, пересекает линию сечения /—2 в точке 8. Точка 8 принадлежит 
и плоскости правой боковой грани куба, следовательно, и прямая МЗ, 
пересекающая правую боковую грань куба по прямой В,С,, лежит в 
плоскости сечения. . 

Точки В; и [ лежат в плоскости сечения, а потому и прямая В, А, 
лежит в ней; А.К лежит в плоскости сечения, а потому точки ДР; и С; 
лежат в плоскости сечения и прямая О.С, лежит в плоскости сечения, 
и сечение куба плоскостью, проходящей через точки А, и М, есть 


Рис. 15). 


четырехугольник А,В.С.О,; этот чэтырехугольник — параллелограм, так 
как А. (2. || ВС, и 4,3, || С.О.. 

Если прямые АР и К;Ё., как это имеет место в данном случае, ле- 
жат в одной плоскости и не пересекаются, т. е. если АГ || К\/., то пря- 
мая, проходяшая через точки Ги 2, должна быть параллельной АЁ, и 
точка их пересечения находится в бесконечности, 

В нашем примере прямые К,К:, [.Ё и М,М,, проходащие через со- 
ответствующие вершины треугольнигов КЕМ и К,Ё,М,, параллельны и 
продолжения соответственных сторон треугольников сечения и оснований 
пересекаются в точках, лежащих на одной прямой. Одна из этих прямых 
проходит через точки Г и 2 и лежит в плоскости верхнего основания 
куба, другая лежит в плоскости Р и проходит через точки пересечения 
сторон треугольников АЁ/М и К, [.М,; обе эти прямые параллельны, так 
как параллельные плоскости пересекаются третьей плоскостью — пло- 
костью сечения —— по прямым параллельным. 

6) Пусть точки К, и М расположены соответственно 
на гранях куба: левой боковой, нижней и верхней. 
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Проводим через точки К, Ёи М (рис. 151) к плоскости основания 
перпендикуляры А.К,, Ш. и ММ; первый из перпендикуляров, К.К», 
лежит в плоскости левой боковой гран! остальные два, Г/, и ММ), 
проходят внутри куба. Основания этих перпендикуляров служат верши- 
нами оснований прямой треуголь- 
ной призмы, которая в сечении 
< искомой плоскостью дает тре- 
угольник АЁМ. Прямые МК и 
М.К, лежат в плоскости грани 
призмы А.М, МК, и перэсекаются 
в точке О, принадлежащей плос- 
кости сечения, плоскости грани 
КМ, МК, и плоскости основания 
куба. Значит, прямая ОЁ также 
принадлежит и плоскости сечения 
и плоскости основания, и АВ— 
одна из сторон искомого сечения; _„ 
проведя через точки В и К пря- °0 , . 
мую, получим, что ВС — также Рис. 151. 
одна из сторон сечения. Если 
через точку М верхней грани провести прямую ДЕ || АВ, то РЕ— 
одна из сторон сечения, так как параллельные грани — нижнее и верх- 
нее основания куба — пересекаются плоскостью сечения по прямым па- 
раллельчым; соединив точки Си О, получим четвертую сторону сечения; 
проЕ дя наконец, АР || СО и соединив точки Ри Е, получим РЕ || ВС. 
Сечение дает шестиугольник АВСРЕЁР, противолежащие стороны кото- 
рого попарно параллельны. 


2) Внутри куба даны точки К, и М, отстоящие от плоскости ниж- 
него основания на расстоянии КА;, ЕЁ, и ММ.. Провести сечение куба 
через данные точки К, Ки М. . 


Точки К, Ги М лежат соответственно на перпендикулярах К\К,, 
115 и М, М, к плоскостям основания куба (рис. 152). Соединив точки К’, 
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Г и М, а также точки К, [ и М, прямыми, получим прямуто треуголь- 
ную призму, которая пересекается плоскостью искомого сечения в точ- 
ках К, Ёи М и дает в сечении треугольник АЁМ. Грань К./.Ё2К, пе- 
ресекает левую и правую грани куба по прямым Е.Е. и (,(., при этом 
В.Е, || (.@, и прямая КЁ сечения дает, так.м образом, на гранях куба 
соответственные точки Г и //. Грань А\/М. М.К, пересехает плоскости 
боковых граней — левой и правой — по прямым А.^, и Н.Н, при этом 
Е.В. | Н.Н, и прямая КМ сечения пересекает, таким образом, грани 
куба в точках /ШГи ГУ. 

Проводим на гранях через точки И и ИЛ и ГиТУ прямые СО и АБ; 
они параллельны и принадлежат плосхостям и сечения и граней куба; 
они — стороны искомого сечения Точки Ди ЁЕ лежат на плоскости 
задней грази куба и ОЕ — сторона сечения. Проволя затем СВ | РЕ и 
соединив точки Ви А, получим искомое сечение — пятиугольник АВСРЕ. 

Для проверки правильности сделанного построезия находим тозки 1, 
2 и 3 пересечения соответствую-цих сторон треугольников АЁ./ и А.Д. М, ; 
эти точки должны лежать на одной прямой в плоскости нижнего осно- 
вания куба, и прямая эта должна пересечь основание куба по одной и 
той же прямой, 

Приведенными задачами на построение не исчерпаны возможные за- 
дачи подобного рода; их следует давать в соответствующих разделах 
курса, учитывая подготовку учащихся. 

При решении стереометрической задачи на вычисление необходимо 
требовать от учащихся выполнения схемати зеского построения требуемой 
по условию задачи фигуры или тела; при этом, если не в каждом слу- 
чае, то все же время от времени нужно требовать построения изобра- 
жения фигуры с учетом всех данных задачи. 


Задачи и вопросы. 


3 1. Можно ли всякую четырехугольную призму назвать параллелепипедом? 

2. Постронть изпбражение правильной треугольной призмы, сторона осно- 
вания которой а и высот! Н. Провести в ней сечение через боковое ребро пер- 
пендикулярно к пр. ти ‚лежащей боковой грани н вычислить плошадь сечения. 

3. В правильной треугольной призме через сторону ее основания а=12 см 
провести сечение, образующее с плоскостью основания угол а = 30°. Вычислить 
площадь сечения. 

4. Расстояния между ребрами наклонной призмы равны а=3 см, 6 =4 см 
и с—=5 см. Вычислить двугранные углы между гранями призмы. 

5. Построить изображение правильной шестиугольной призмы 


АВС Р.Е, В, о ВСЬБЬБЬЕ,. 


Через точки К, Ми О, взятые на ребрах А.А», С.С, и Е,Б» призмы, провеств 
плоскость и опред“лить форму сечения. 

6. Пользуясь условиямн задачи 4, вычислить угол между плоскостью сечения 
и плоскостью основания, если известно, что площадь основания призмы © == 12 см?. 

7. В кубе 4,8.С. 0. А5В.С5» провести селение, проходящее через коицы 
трех ребер, исходящих из вершины Г» нижнего основания; провести затем се- 
чение, проходящее через концы трех ребер, исходящих из диаметрально проти- 
волежащей вершины ^, куба. Определить вид третьего сечения, отстоящего на 
равное расстояние от первых двух сечений и им параллельного, и найти отно- 
шение плошади третьего сечения к площади одного из первых двух сечений. 

8. Построить изображение прямой треугольной призмы, все ребра которой 
равны. Через середину одного из боковых ребер и середины двух сторон осно- 
ваний, пересекающих данное боковое ребро и не параллельных между собой, 
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провести сечение. Определить вид сечения и вычислить его стороны, углы и 
площади если нзвестно, что ребро призмы равно а. 

9. В прямоугольном параллелепипеде © квадратным основанием найти крат- 
чайшее расстояние от стороны его основания «1 -= 15 см до не пересекающей эту 


сторону диагонали параллел‹пипеда, если известно, что высота параллелепипеда 
$ —20 см. 


Указания к задачам и вопросам. 


1. Четырехугольную призму можно назвать параллелепипедом только при ус- 
ловни, если ее основанием служит параллелограм. Четырехугольная призма, вообще 
говоря, может иметь своим основанием люб Й четырехугольник, например трапе- 
цию, а тогла она не может быть названа параллелепипедом. 0, Г 

2. Сперва следует построить изображение правильного А ' 
треугольника — основания призмы (рис. 158); затем — боко- 
вые ее ребра, они перпендикулярны к плоскости основания, 
и кажлое из них равно Н. 

Надо указать учащимся, что в целях большей четкости 
изображения следует расположить основание призмы так, 
чтобы основание АС треугольника было параллельно вер- 
тикальной плоскссти чертежа, вершина же В была напра- 
- влена к зрителю. Если затем провести В/2 | АСи В:0, | ^,С,, 
а также соединить точку О с точкой Д‚, то получится фи- 
гура искомого сечения — прямоугольник 88,0,Ю. Сечение Рис. 158. 
это перпендикулярно грани АСС, А,, ибо оно проходит че- 
рез перпендикуляр ВО (или В:2} к грани А. АСС, а ВО (или В.О.) лежит в 
плоскости АВС (или А, В,С:), перпендикулярной к плоскости грани 4 АСС. 

Площадь сечения — прямоугольника ‹,В,2 Р — равна 


вр-вв, =. н— -НУЗ. 


(кв. ед.). 


Если желательно получить искомое сечение в неискажениом виде, то следует 
поставить призму на горизонтальной плоскости так. чтобы плоскость сеч.ния 
была параллельна вертикальной плоскости чертежа; для 
этого необходимо расположить треугольник основания 
на горизонтальной плоскости т к, чтобы высота его ВО 
была Параллельна вертикальной плоскости чертежа, как 
это показано на рис. 154. 

3. Изображение призмы следует построить, как по- 
казано на рис. 154; высоты ВВ и В,0, оснований па- 
раллельны вертикальной плоскости чертежа. Если затем 
построить на прямой В/, ири точке В угол а — 30° и 
соединить точку Е с вершинами А и ’ основания, то 
получится искомое сечение — равнобедренный треуголь- 
ник АЕС. При таком располэж^нии изображения призмы 
данный угол а получается без искажения; /Х ЕОВ — 
линейный Угол двугранного угла, образуемого плос- 
костью сечения АЁС и плоскостью основания АВС. Це- 
лесообразн^сть такого построения должна быть разъяс- 
нена учашимся. 

Рис. 154, Для вычисления площади сечения используется 

теорема: площадь проекции плоской фигуры равна пло- 

щади проектируемой фигуры, умноженной на косинус угла, образуемого их 
плоскостями. 

Итак, 


21/3. °. ИЗ. 2 
пл. АЕС =“ УЗ =“ 3-2 —@4 (кв. ед.). 
4с05 9 4. Уз 2 


1 а ИЗ 
Надо обратить внимание учащихся и на то, что вЕ-- ре“ УЗ в а= 


2 2 
аз УЗ а 


=. = =э, т. е. половине стороны основания; этот результат позволяет 
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сделать вывод, что Л АВЕ= Л СВЕ== А АБВ; эти треугольники прямоугольные 
и равны по двум равным катетам. 

Нелишне провести исследование, как изменится плошадь сечения по мере 
увеличения угла о, или, иначе говоря, по мере того, как вершина Ё сечения будет 
перемещаться вдоль ребра ВВ, по направлению к вершине В, призмы. Понятно, 
что сечения представляют собою равнобедренные треугольники, ибо равны про- 
екции сторон ЕА и ЕС на плоскость основания призмы. Когда точка Е продви- 
нется за вершину В, призмы и тем самым окажется на 
продолжении ребра ВВ,, то в сечении получится уже 
не равнобедренный треугольник, а равнобедренная тра- 
пеция. По мере увеличения угла а и приближения его 
к 90°, размеры сечения все время будут увеличиваться, 
пока, иаконец, при « =90° плоскость сечения не сов- 
падет с плоскостью боковой грани АСС, А, призмы. 

4. Для построения изображения заданной призмы 
нужно построить сперва ее поперечное сечение — тре- 
угольник со сторонами а, вис (рис. 155). В частном слу- 
чае, когда а=3, $ =4 и с= 5, сечение есть прямо- 
угольный треугольник, так как 5? — 3? -|- 4%, Затем про- 
водят к плоскости сечения АВС через точки А, ВиС 
перпендикуляры и откладывают на них по одну сторо- 
ну от плоскости АВС произвольной длины и неравные 
между собою отрезки АА:, ВВуи СС:.Если после этого 

Рис. 155. отложить А... = В.В. =С,С» то получится изображе- 

ние искомой наклонной треугольной призмы А,В\С\ АВ.Са 

с заданным поперечным сечением — треугольником АВС; стороны этого тре- 
угольника равны расстояниям между соответственными ребрами призмы; его углы 
равны линейным углам двугранных углов, образуемых боковыми гранями призмы. 

Необходимо отметить, Что условия да ной задачи таковы, что можно построить 
бесчисленное множество наклонных призм с заданным поперечным сечением; 
в частном случае и прямая призма с основанием АВС удовлетворяет заданному 
условию. 

Данная задача приведена для того, чтобы показать учащимся, насколько це- 
лесообразно бывает начинать вычерчивать изображение фигуры с вычерчнвания 
перпендикулярного сечения, если таковое задано. 

Понятно, что углы треугольника сечения, а Следовательно, и искомые дву- 
гранные углы находятся средствами тригонометрии. Действительно, в соответствии 
с заданными числовыми значениями а, би с нахо- 
дим: ДХС=90°, вА=У и А=ас 5 и ДВ= 
— 90° — д. 

Можно предложить учащимся в целях проверки 
правильности сделанного ими построения убедиться в 
том, что точки пересечения прямых АВ и А.В, ВС и 
В,Сь, СА и С.А, лежат на одной прямой. 

5. Построив шестиугольник .6:С.Р. ЕЕ, — изо- 
бражение правильного шестиугольника АВСОЕЁЕ-— и 
перпендикуляры 4:4» = ВВ. =... К плоскости ше- 
стиугольника :8В,С.О, ЕЕ, получаем, соединив В 
последовательном порядке кочцы перпеидикуляров — 
точки А», Ву, С», Оь, Е», Въ, — изображение правильной Рис. 156. 
шестиугольной призмы (рис. 156 и 157). Отметив иа 
соответствующих ребрах призмы точки К, М и О и соединив их прямыми, заме- 
чаем, что прямые КО, КМ и МО не лежат на гранях призмы. Чтобы получить. 
сечение призмы, в котором лежат точки К, Ми О, проведем сперва диагональ- 
ное сечение А. А.Е,Е», в котором лежат точки К и О; затем продолжим эту 
плоскость, а также плсскость грани С:0.ВьС» эти плоскости пересекутся по 
прямой НР, на которой лежит и точка пересечения Ю прямой КО с прямой 
Н\Н.. Точки ® и М лежат в искомой плоскости сечения и в плоскости грани 
СО.О.Сь, а потому в обеих плоскостях лежит и прямая МЮ, а следовательно, 
и точка пересечения Л’ прямой ЮМ и ребра 2.0. принадлежит плоскости иско- 
мого сечения, а также отрезок ММ прямой МЮ на грани С\0:0зСз. Находим и 
№О — отрезок, принадлежащий сечению. 
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Плоскость искомого сечения пересекает параллельные граии призмы по пря-- 
мым параллельным, а потому, проведя в плоскости грани А,В, В. Аз отрезок КЁ || ОМ 
и в плоскости гр ни А; 2, РъЛь отрезок КР || 41М, остается еще провести отрезки ОР 
и ЕМ, и тогда получится шестиугольник КЕММОР — сечение, контур которого: 
замкнут и лежит на поверхности призмы. Для контроля: РО || ЕМ. Шестнугольник 
сечения имеет три пары параллельных сторон. 

В зависимости от заданного расположения точек А, Ми О на рэбрах призмы‘ 
можно получить в сечении различные фигуры, начиная с треугольника и кончая 
восьмиугольником. 


$. 
6. Известно, что Зсеч = @.с0$ а, откуда с03 а == -ееч Площадь сечения вы- 
Зсеч 6 1 
числяется по формуле Герона. Зсеч = 6 кв. ед., и 603 а = о=в-э, следо- 


вательно, а = 60?. 

7. Когда построено изображение куба А,В,С.2.А.ВьСоОь, проводим одно се- 
чение через концы 41, С, и О. ребер, выходящих из вершины О‚, получим тре- 
угольник 4,С.Оь, а затем второе — через концы Ао, В; и С, ребер, выходящих 
из вершины В, получим треугольник А,В:Со (рис. 158). Построенные плоскости 
сечений параллельны, так как стороны треугольников АСР и А.В:С, парал- 
лельны на основании второго» 
признака параллельности двух 
плоскостей. 


Рис. 157. Рис. 158. 


Расстояние 0:0, вершины Д; до плоскости сечения С, Г можио вычислить. 
из прямоугольного треугольника Р\О.Б», в котором гипотенуза В.Б = а и ка- 


тет 0,0, ==5- высоты равностороннего треугольника А:С+Ю» сторона кото-- 
рого 2.С. =а 23, а потому 
2 ау2.УЗ _ауб 622 _аУЗ 
ОР= 5. уу — и и ДО, = — = у , 


Уз 


а 
Также находим, что ВзО, = =. 


Точки О; и Оз находятся на одинаковом расстоянии от вершин 4,;, С, и Г» 
и от вершии А», В; и С» куба, а также и от вершин В. и Б;; наконец, и центр О 
куба находится на одинаковом р сстоянии от вершин треугольников сечения, 


следовательно, все эти точки лежат на диагонали куба В.0, =а|3, другими 
словами, перпендикуляры 2.0; и В›О5, продолженные за плоскости сечений, про- 


ходят через центр куба и составляют одну прямую; кроме того, 010, =а ИЗ — 
аУ3 _а уз 

—2. = 3 › Так что диагональ куба делится плоскостями сечениа А.С: 0% 

ин 4.В,С. на три равные части; плоскости сечений перпендикулярны к диаго; 

зали В.О; куба. 
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Третье сечение, проходящее межлу сечениями А.С: В» и А.В С, параллельное 
им и отстоящее от них иа одинаковые расстояния, должно гроходить через центр О 
куба перпендикул рно к диагонали куба, Решение этого вопроса рассмот! ено 
выше, но можно провести его и следующим образом. Проводим через центр 
куба в диагональном сечении 4А,С1Сь5 прямую ММ,, параллельную лиагона- 
лям А.Сри 45Сь, и в диагональном сечении 4,В:С.Оз прямую КК, пзраллельную 
диагоналям А, и В,Сз. Плоскость, проведенная че; ез прямые М; и КК, па- 
галлельна плоскостям А1С.О) и 4 В.С5; в этой же плоскости лежит и прямая 2Ё,, 
провед, нная в диагональчом сечении В,С.О.4у параллельно диагоналям 25В; и 
[5С\. Прямые КК:, 2Ё1 и ММ, определяют на ребрах куба 6 точек, а именно — 
точки А, С. М, Ку, [1 и Му; если соедин т» их в последовательиом порядке, то 
получим искомое третье сечение — правильный 1 стиугольник со стороной КЁ = 


1 1 
= А.С, = 572. Этот результат совпадает с полученным ранее решением. 


При решении данной задачи следует обратить внимание учащихся на то, что в 
данном случ е богее целесообразно дать изоб ажение куба с углои сокращения 
$—30’, так как при собтюдении этого у. ловия не совпа ают направления ре- 
бер А.С; и В.С. с направлением днагонали О,Вз. За исходные вершины можно 
было выбрать и другую пару вершин, например вершины 2% и В, или еще луч- 
ше — вершины Со и А, (при $ = 30°), и тогда рисунок получился бы более ретьеф- 
ным, Для боцьшей наглядности следует контуры всех трех сечений отмечать 
разными иветами. 

Если учащиеся затрулняются четко прелставить себе дапную фигуру, слелует 
построить ее на геометриче. ком ящике и, если возможно, снять стере ›скопиче- 
ским фотоаппар том; рассматривая затем снимок в спектроскоп, они ясно увидят 
взаиьное положение плоскостей, после чего построение уже не представит за- 
труднений. 

Площадь сечения КЕ/МКаГ.М, равна 


у5\ 
. УЗ — — 
2 236 3Зауз 
У озеиве му (кв. ед.); 


1 


илошаль сечения А.С. равна 


аУ2}.УЗ _ 2213 
СУЗРУЕ 2995 (кв. ед.), 


1, следовательно, отношение этих площадей равно 


заИ 25 _.. 
д‘ 4 =3:2, 


т. е. плошаль сечения КЕ МК, М, в полтора раза 
больше плошади сечения 4.С\0. или плошади се- 
чения А.В, Со. 

Отношение площадей сечений мгжет быть 
получено и иначе, а именно; шестиугольник 
сечения большими диагоналями разбивается на 
шесть празнльных треугольннков, линейные раз- 
меры которых вдвое меньше линейных разме- 
ров треугольника сечения, а следовательно, пло- 
шаль каждого из иих в четыре раза меньше 
площади треугольника сечения, площадь же ше- 
стиугольника содержит шесть таких треугольни- 


Рис. 159. 


ков, а потсму отношение площадей равно 1:6. —6:4 —=3:2. 


Полезно предложить сравнить между собой периметры полученных сечений; 
периметры равны между собою, и полученные сечения являются изоперимет- 
рическими фигурами. 

8. Надлежит построить призму 2:В:С,АзВ.С. согласно заданным условиям 
задачи и отметить на различных ее ребрах три точки К, Си М (рис. 159). Пря- 
мые КЁ и [М принадлежат искомому сечению и лежат иа гранях призмы. 
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Прямые КЁ и С,А,; при своем продолжении пересекаются в точке Р, принад- 
лежащей с.чению, грани А,С.СаАз и плоскости основания, а потому и прямая РМ 
принадлежит и плоскости сечения и плоскости основания, и отрезок ММ — сто- 
рона иско ой фигуры сечения. Если провести КО || ММ и соединить точки Ои 
М, то получится пятиугольник сечения К2ММО. Полученный пятиугольник со- 
стоит 1) из равнобедренного треугольника КАМ, в котором КЁ = ЁМ, как гипоте- 
нузы равных равнобедренных прямоугольных треугольников 2АзК и ЕА,М, 


а 
каждый из катетов которых равен оо и 2) из прямоугольника А/ММО. Что 


четырехугольник КММО — прямоугольник, следует доказать. Действительно, 
А СРМ А КРМ, а поэтому 


за 
См СР „м2 — __ 3 
МК; = КБ. или аа’ откуда С.М = 4 4. 
2 
. Также находим, что ВО=т а Ос, =та и ОС. = а, если провести 
ЮО, 1 В.С. 
- Если провести 6 | Веб», имеем ЕС, =5, а 
1 аУз 

потому КО || 2ЕиКО_| В.С. иКО =. АзВ —-- Ги 


Если же КО | В.С» и КО | ОО, то КО | ОМ 
и четырехугольник КОММ — прямоугольник. 

Вычерчиваем отдельно равнобедренный треуголь- 
ник и прямоугольник (рис. 160). Высота Ё/Ё, тре- 


угольника КЁМ равна половине высоты треугольника Рис. 160. 
основания, т. е. 1, а сторона МК, определяемая из треугольника КК\М, 
/ а ауз 
равна и @ — 4= 5, а следовательно, площадь треугольника КЕМ равна 
Тарз ауЗ _ 32° 
2 4 2 16 
— 3 м 
Площадь прямоугольника КММ№О равна мк.мм =“ 3.73 = я ‚и. 


3а2 99а 


. За 
следовательно, вся плошадь сечения КЁММО равна 16 +8 =16 (кв. ед.). 


Тот же результат можно получить другим путем. 
Если спроектировать сечение на плоскость основания призмы, то проекцией 


сечения будет пятиугольник А,ММО,Ку; его площадь равна пл. дмк,— 93, 
з 2 
сложенной с площадью ММО, К; = 5 .1 уз =< УЗ. Итак, пл. А. ММО:К; равна 
2У3 , УЗ _ 323 
8 Гб 16 


В треугольнике КМР отрезки КЕ = ГР = МД, где МЕ-— медиана; но так 
как МЕ— КР, то треугольник КМР — прямоугольный, и КМ | ММ. Находим 
Х. КМК: —угол наклона плоскости сечения к плоскости основания: 


а 
МК; 2 1 
©0$ КМК =—= =, 
^ ' МК Уз 73 
2 
в тогда пл. КЕММО — -Па- АММО, Ки —_3а УЗ. 1 9 кв. ед. 
с0$ / КМК, 16 Уз 16 
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Можно взять точки К, Г и М и на каких-либо иных ребрах призмы, напри- 
мер, на ребрах А, 5» А.В; и ВС. или на ребрах С4Сь, А.Сь и В,Сь. При реше- 
нии задачи можно разбить класс на три группы и предложить каждой группе 
решить задачу, выбрав различные три точки. Если сравнить затем четко выпол- 
ненные учащимися чертежи, то можно выяснить, при каком положении точек 
получится наиболее простое решение. 

Решение данной задачи требует знания ряда теорем из начального курса 
стереометрии, а потому она может быть использована для освежения в памяти 
пройденного. Можн> до решения задачи 
предварительно повторить путем опроса 
все необходимые для решения теоремы. 

9. Требуется найти кратчайшее рас- 
стояние между двумя скрещива ощимися 
прямыми 8,0). и А.Р, (рис. 161). Про- 
водим через две пересекающиеся прямые 
В.С; и В). плоскость; эта плоскость па- 
раллельна ребру А, ‚так как А.О, || В\С.. 
Далее проводим прямую 4:2; | В.Г и 
через две пересекающи-ся прямые 4.0, 
и АО. плоскость А.ДОзАз эта плос- 
кость параллельна плоскости В,С: 54%. 
Итак, имеем две параллельные плоско- 
сти, в которых лежат рассматриваемые 
скрешивающиеся прямые; расстояние А.А” 

Рис. 161 между ними равно расстоянию между 
` скрещивающимися прямыми АГ; и 
В,0,. А.К — высота треугольника А ,А.В\. 

Проводим затем прямую КФ параллельно 4.0, или В.С; прямая КЁ пересе- 
кает диагональ В,/Г), в точке М, и, наконец, проводим ММ || КА, и тогда ММ — 
также кратчайшее расстояние между А.Р, и В.О. 

Из прямоугольного треугольника 45,8; находим: 


чик .2 
В.А == И 15? + 20? —25, а потому дк 12 см. 


$ 36. Конгруентность призм. 


1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Шве призмы называются равными (конгруент- 
ными}, если они при вгожении одной в другую могут быть совмещены, 
т. е. если могут совпасть Есе их вершины, а следовательно, и ребра, 
грани и углы. Вопрос о равенстве призм обычно не рассматривается 
в учебниках, а между тем учащиеся нередко интересуются вопросом 
о равенстве не только призм, но и тел вообще. Этим объясняется вне- 
сение в настоящую книгу некоторых теорем, на основании которых можно 
обнаружить конгруентность призм. 

Рассмотрение вопроса о равенстве призм рекомендуется начать с рас- 
смотрения конгруечтности двух кубов. Учащиеся должны убедиться, что 
два куба конгруентны, если они имеют по равному ребру. Вложив одив 
из кубов в другой так, чтобы основания их совпали, учащиеся убеждаются, 
что боковые ребра одного куба совпадают с боковыми ребрами другого, 
так как в одной точке плоскости можно провести к ней только один 
перпенликуляр; на основании же равенства ребер обоих кубов делается 
заключение, что и остальные четыре вершины куба совпадают; а если 
соответственные вершины двух кубов совпали, то и кубы совпадают и, 
следовательно, они конгруентны. 

Те же рассуждения относятся и к двум прямоугольным параллелепи- 
педам и к двум одноименным правнльным призмам, стороны оснований 
и высоты которых равны. 
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Рассмотрение вопроса о конгруентвости простейших тел имеет целью 
выяснить учащимся метод доказательства конгруентности тел вложением. 

Прежде чем перейти к разбору признаков конгруентности призм 
вообще, нелишне вспомнить с учащимися определение призмы. 


2. ПРИЗНАКИ РАВЕНСТВА, ИЛИ КОНГРУЕНТНОСТИ ДВУХ ПРИЗМ. 
а) Первый признак равенства (конгруентности) двух призм. 


Теорема. Две призмы конгруентны, если они имеют 1) равные 
основания, 2) по равному трехгранному углу при соответствующих 
вершинах основания, 3) по раввой боковой грани заданных трех- 
гранных углов, если грани при этом одинаково расположены. 

Дано: 1) в призмах Ги П АВСРЕ= А.ВьС.ГьБу 

2) трехгранный угол при вершине А равен трехгранному углу при 


вершине 4»; 
3) трань АВВ! А, равна грани 4›В,В3А.. 


Требуется доказать призма | равна призме П (рис. 162. 


Рекомендуется заштриховать на рисунке данные равные грани и от- 
мегить вершины и ребра равных трехгранных углов цветными карандашами. 

ДоказаАТЕЛЬСТВО. Вложим призму 
ПР призму 1 так, чтобы равные их осно- 
вания совпали. 

Вследствие равенства  трехгранных 
углов с веригинами А и А, грань А,8.8.43 
псйдет по грани АВВ. А. и грань А,Е,Е.А. 
по трани АЕЁЕА., ребро А,А. по ребру 
АА;; вследствие равэнства граней ребро 
В.В. совпадет с ребром ВВ. и ребро 
АзВз с ребгом А.В). 

Совпадут также грани А.Б,Е.А; и 
АЕБ, А}; в самом деле, ребро А.Б, совпало 
с ребром АЕ, ребро А.А, с ребром АА., следовательно, совпадают 
также ребра Е.Е; и ЕЁ, А.Е; и А.Е, ибо через одну точку можно 
провести только одну прямую, параллельную данной прямой. 

Боковые ребра 2,0, С.С. совпадут с соответствующими ребрами ОО 
и СС, так как через точки Би С, с которыми соответственно совпадают 
точки О, и С,, можно про ести только по одной прямой, параллельной 
ЕЕ}; этими прямыми являются ОО; и О,О., с одной стороны, и СС, 
и С.С. —с другой; вершина ДО. совпадет с вершиной 0, и вершина С. 
с вершиной С. в силу равенства боковых ребер. Таким образом, все вер- 
шины призмы П совпадают с соответствующими вершинами призмы 1, 
совпадают также соответствующие ребра, а потому призмы совмещаются, 
и, следовательно, они конгруентны. 

Следусщие два признака конгруентности двух призм вытекают из 
первого признака: 

6) Второй признак равенства (конгруентности) двух призм. 

Теорема. Две призмы конгруентны, если 1) основания их кон- 


груентны: АВСРЕ—А.,В,С.О.Е,, 2) они имеют по равной боковой 
грани АВВ. А, =А,В,В,А., 3) эти боковые грани одинаково распо- 
ложены и одинаково наклонены к плоскостям основания, т, е. дву- 
гранные углы при ребрах АВ и А.В, равны. 
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Рис. 162. 


в) Третий признак равенства (конгруентности) двух призм. 


Теорема. Две призмы конгруентны, если Г) основания их кон- 
груентны: АВСРЕ = А,В.С,О,Е ‚ 2) по две смежные грани их соот- 
ветственно конгруентны и одинаково расположены: АВ8В,А. = 
=А,В,В.А, и АЕЕ, А, =А,Б,Е,А; (рис. 162). 

Рассмотрим второй признак и докажем, что при усповиях, указанных 
в теореме, трехгранные углы призм при вершинах А и А, конгруентны. 

В самом деле, дву ранные углы при ребрах АВ и А,В, кон:руентны 
и заключены между равными плоскими углами ЕАВ и Е.А,В, и углами 
ААВ и А, А.В,; таким образом, на основании рассмотренных св йств 
трехгранного угла данная теорема сведена к первому признаку конгруент- 
ности призм. 

На основании данных третьей теоремы также заключаем, что трехгран- 
ные углы при вершинах А и А, конгруентны. В самом. деле, 


Д ЕАВ = / Е, А,В, как углы равных оснований, 
ДАзВ=И А, А.В, как углы конгруентных и одинаково 
Л А.АЕ= / А. А,Е, } расположенных граней, 


а потому трехгранные углы, имеющие по три плоских, одинаково распо- 
ложенных конгруватных угла, конгруентны, и теорема, таким образом, 
сведена к первому признаку. 


& 37. Подобие призм. 


1. Подобно тому как в планиметрии рассматривают равенство, или 
конгруент.ость фигур, а затем и их подобие, так и в стгреометрии можно 
посл. рассмотрения признаков равенства пространствелных фигур рас- 
смотреть и признаки их подоЗия. Приступая к разбору этого вопроса, 
лучше начать рассмотрение с учащимися двух кубов разных размеров, 
например, с ребром в аси и с ребром в 2асм, и обратить внималие 
на то, что все их трехгранные углы равны, все их двугранные углы 
равны и боковые их грани подобны. Ве.ьма полззно рассмотреть с уча- 
щимися, кроме кубов, еше два прямоугольных параллелепипеда, у №то- 
рых измерения соответственно суть @, 6, си а,, 6,, с; и относительно 
которых известно, что 

а 


а; 


с 


С 


— ь — 
== 

Надо установить, что эти параллелепипеды будут иметь: все трех- 
гранные и двугранные углы равные и боковые грани подобные и одина- 
ково расположенные. Нелишне показать учащим_я какую-нибудь машин- 
ную деталь и уменьшенную модель ее и сравнить их между собою. После 
такой проработки можно дать определение, какие тела называются по- 
добными. 

ОПпРЕДЯЛЕНИЕ. Да иногограниеиа называются подобными, если 
они имеют: 

1) одинаковое число вершин и одинакозое число граней, 

2) соответственно равные многогранные углы и 

3) го’тветстве но подобные и одинаково расположенные грани. * 

Отсюда вытекает, что в подобных многогранниках 

4) двугранные углы соответственно равны и одинаково расположены 
(вследствие равенства многогранных углов) и 
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5) сходственные ребра пропорциональны, ибо они являются в каждых 
двух подобных гранях схолственными сторонами, и у каждых двух смежных 
граней имеется по общему ребру. 

2. Приводим три признака подобия призм соответ- 


Подобные ственно трем признакам равенства призм. 
призмы. а} Первый признак подобия двух призм. 


Теорема. Две призмы подобны, если они имеют: 
1) подобные основания, 2) по одному равному трехгранному углу 
при сходственных вершинах, 3) по одной грани этого угла, соот- 
ветственно подобной и одинаково расположенной. 


Дано (в призмах Ги П): 1) АВСОЕФ А.В С.) Ез; 
2) трехгранные углы при вершинах В и В. равны; 
3) А В.А, ф А. В.В. Аз и одинаково раси ложены, 


Требуется дочазать: призма Г подобна призме И (рис. 163). 


ыы 
ДоклзатЕЛЬСТВО. Чис о вершин у 
обежх призм одинаковое, число граней 
тоже; 


АВСРЕ хх А,В.С.О.Е., 
а потому 
Ав _ ВС _ 
Ав ВС: = ^”' 
АВВ. А, д А,В.В, А, 
а потому 
АВ __ ВВ, _ 
`АЗВ, В.В  ^”° 
Следовательно, 
8 В и) ВС _ ВВ, _ ВС, _ СС, 
В.С, ВВ.’ “Ва ВВ ВС СС, 


вследствие равенства прогиволежащих сторон параллелограмов. 
Трехгранный угол В равен трехгранному углу В,, а потому 


Д.В:вс= ( ВьВ,Сь 
`и, следовательно, 
ВСВ. С; [96 В.С.ВзСз 


в силу пропорциональности сторон и равенства углов параллелограмов. 
Докажем теперь, что трехгранные углы при вершинах С и С, равны. 
ВСС, = 8.С,С, как углы пополнительные для равных углов В, ВС 

ни В.В.С.; 

ДВС = / В.С,0, как соответственные углы подобных оснований; 
двугранные углы при ребрах ВС и В,С, равны, ибо равны трехг,ан- 

ные углы при вершинах В и В.. 

Вывод: Трехгранные углы при вершинах Си С. равны го двугран- 

ному ‘углу и двум их плоским углам. у 
Итак, на основе равенства трехгранных углов при вершинах В и В, 

и подобия ‘граней АВВ. А, и А,В,В, А, мы доказали равенство трехгран- 

ных углов при вершинах Си С, и подобие граней ВСС. В; и 8, „С.В... 

Так же доказывается равенство трехгранных углов при вершинах Ди Д., 
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Е иВ, ит. д., а также по порядку подобие всех граней. Следовательно, 
призмы Ги И подобны. 

Следует указать учащимся, что если коэфициент подобия А==1, то 
подобные призмы при этом условии становятся конгруентными. Равенство 
двух призм есть частный случай подобия призм, подобно тому, как 
равенство двух треугольников или многоугольников есть частный случай 
нодобия треугольников или многоугольников в планиметрии. 

Следующие два признака подобия призм доказываются на основании 
первого признака, подобно тому как это имело место при рассмотрении 
вопроса о кон'руентности призм. 

Для большей четкости и наглядности чертежа следует ребра заданного 
трехгранного угла, выходящие из вершин В и В,, выделить жирными 
линиями и заштриховать заданные подобные грани и подобные основания 
призм, чтобы при взгляде на рисунок можно было сразу видеть то, что 
дано. 


6) Второй признак подобия двух призм. 

Теорема. Две призмы подобны, если 1) основания их подобны, 
2) они имеют по одной соответственно подобной и одинаково рас- 
положенной грани, 3} подобные грани одинаково наклонены к пло- 
скости основания. 


в) Гретий признак подобия двух призм. 

Теорема. Две призмы подобны, если 1) основания их подобны, 
2) две смежные боковые грани соответственно подобны и одина- 
ково расположены. 

Доказательства последних двух случаев подобия призм проводятся 
аналогично доказательству, принятому при рассмотрении равенства призм 
при условиях, заданных вторым и третьим признаками. 


8$ 38. Пирамида, 


1. При переходе к изучению пирамиды указывается ее образование. 
Предварительно дается понятие о пирамидальной поверхности, 
получаемой перемещением в пространстве прямой, которая одновременно 
скользит по некоторой плоской замкнутой ломаной, проходя че- 
рез одну неподвижную точку, лежащую вне ломаной. Разъясняются поня- 
тия: образующая и направляющая; после этого указывается, что 
тело, называемое пирамидой, получается пересечением плоскостью всех 
граней пирамидальной поверхности. Учащимся должны быть показаны мо- 
дели различных пирамид. 

Дается следующее определение пирамиды: пирамида — многогранник, 
одна из граней которого, основание, — многоугольник, а другие грани, 
боковые грани, — треугольники, имеющие основаниями стороны многэ- 
„Угольника и одну общую вершину вне плоскости многоугольника. 

Обращается внимание учащихся на то, что пирамида называется пра- 
8 1льзой, если ее основанием служи! правильный многоугольник и ее вер- 
шина проектируется в центр ее основания; отмечается, что высота боко- 
вой грани правильной пирамиды называется апофемой, что проекцией 
апсфэмы пирамиды является апофема ее основания и что угол, образуе- 
мый этими апофемами, есть линейный угол двугранного угла, образуе- 
мого плоскостью боковой грани с плоскостью основания. 

134 


Надо напомнить учащимся, что в призмах, у которых число боковых 
траней больше трех, можно провести диагонали и провести диагональ- 
ные сечения. В пирамидах, число боковых граней которых больше трех, 
также можно провести диагональные сечения: это — сечения, проходя- 
ацие через вершину пирамиды и одну из диагоналей ее основания. 

Следует научить учащихся проводить всевозможные сечения в четы- 
рехугсльной и вообще в многоугольной пирамиде, руководствуясь ука- 
заниями о построении сеченьй, о которых упоминалось при построении 
сечений в треугольной пирамиде. 

Образование усеченчой пирамиды показывается на модели; плоско- 
<тью, параллельной основанию пирамиды, от нее отсекается усеченная 
пирамида. Дается определение: усечелной пирамидой называется часть 
пзрамиды, заключенная межзу плоскостью основания и плоскостью 
сечения, проведенного паразлельно основанию. Отмечается, что в усе- 
ченной пирамиде основания параллельны, и устанавливается, что основа- 
ния — подобные многоугольники. , 

Учащимся надо также дать рисунок тела, у которого имеются двз 
параллельные грани — одноименные, но не подоб- 
ные многоугольники, чтобы уяснить, что такое 
тело не является усеченной пирамидой, так как 
боковые ребра такого тела при продолжении не 
пзресекаются в одной точке (рис. 164). В затруд- 
нительных случаях следует сделать соответствую- 
щую модель. 

Необходимо разъяснить учащимся, что в любой 
правильной пирамиде все боковые ребра наклонены 
к плоскости основания под одним и тем же углом 
Я и все боковые грани образуют с плоскостью 
основания равные двугранные углы; значит, и ли- 
нейные углы В последних равны; отмечается особо, Рис. 161. 
что углы аи В не равны. 

Действительно, угол а— угол, образуемый ребром и его проекцией, 
т. е, радиусом описанной окружности, проходящей через все вершины 
основания, а угол В — угол, образуемый апофемой и ее проекцией, т. е. 
радиусом вписанной окружности, касающейся всех сторон основания; при 
этом для всякой пирамиды а < 8, так как из двух наклонных (ребро и 
апсфема), проведенных из вершины пирамиды к плоскости её основа- 
ния, ребро больше апофемы, а потому и образует меньший угол с пло- 
скостью основания. Можио док-зать это и при помощи тригонометрин, 
определив зта и $8 из соответствующих прямоугольных треугольников 
и сравнив между собою полученные значения синусов. 

Весьма часто учациеся смешивают углы, принимая один угол за дру- 
гой, а потому важно различие между ними четко показахь на моделях, 
например на геометрическом ящике, и добиться решением достаточного 
числа задач как на построение, так и на вычисление умегия различать 
Углы, образуемые ребром, а также апофемой пирамиды с плоскостью ос- 
нования. 

Следует уделить внимание и вычерчиванию разверток правильной пи- 
рамиды; развертки четырехугольной пирамилы, осуществленные различ- 
ными способами, даны в сгабильном учебнике. Если боковую поверх- 
ность правильной л-угольной пирамиды представить себе разрезанной вдоль 
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одного из ребер и затем выпрямленной на плоскости, то полученная так 
развертка представляет собой, вообще говоря, многоугольник с чи‹- 
лм сторон, равным п--2, причем этот многоугольник может оказаться 
и не выпуклым. В том случае, когда при построении развертки пирамиды 
две смежные стороны, являющиеся ребрами пирамиды, составляют одну 
прямую, развертка правильной и-угольной пирамиды — многоугольник 


с п | стороной. В последнем случае весьма просто определяется пло- 
о 


ский угол при вершине; он равен ; так, в правильной четырехуголь- 


я 
ной пирамиде, боковая поверхность которой развертывается в виле пяти- 
угольника, а не шестиугольника, плоский угол при вершине равен 1802:4—= 
=—455°. 

2. Особо следует обратить внимание учащихся на два вида пирамн- 
ды, —_ на пирамилу, боковые ребра которой образуют © плоскостью ос- 
нования равные углы, и на пирамиду, боковые грани которой образуюг 
с плоскостью основания равные двугранные углы. Это делается следую- 

5 у щим образом. 

1) Учащимся предлагается 
начертить на плоскости какой- 
нибудь вписанный многоуголь- 
ник, например АВСО, и к 
плоскости его через центр О 
описанной окружности провести 

с Перпендикуляр О (рис. 165). 
Если соединить затем точку $ 
вершинами А, В, Сир мно- 

8 гоугольника, получается пира- 

Рис. 165. Рис. 166. мида, все ребра которой равны 

и поэтому одинаково накло- 
нены к плоскости основания пирамиды. После такого построения уча- 
щимся понятно утверждение: 

Если в какой-либо пирамиде все боксвче ребра образуют с пло- 
скостью основания равные углы, то проекции ребер на плоскость ос- 
нования также равны и вершина пирамиды проектируется в центр 
окружности, проходящей через все вершины основания, иначе говоря, 
пооскции ребер равны радуусу описанной окружности. 

2) Затем предлагается учащимся начертить на плоскости какой-либо 
описанный многоугольник, положим, четырехугольник АВСО, и провести 
к его плоскости через центр вписанной окружности перпендикуляр О5 
(рис. 166). Если соединить затем точку $ с вершинами 4, В Сир 
четырехугольника, то получается пирамида 5АВСО. Проведя еще из цен- 
тра О радиусы ОК, ОЁ, ОМ и ОМ и соединив точку $ с точками К, 
1, Ми М, получим равные линейные углы ХОК$, (01$, /ОМ$ и 
/0ОМ№5, определяющие наклон боковых граней к плоскости основания 
пирамиды. Выполнение такого построения делает для учащихся понятным 
утверждение: . 

Есле в неправильной пирамиде все боковые грани образуют с пло- 
скостью сеяозания равные двугранные углы, то высоты боковых гра- 
ней, проведенные из вершины пирамиды, имеют равные проекции — 
радиусы вписанной в основание окружности, —и вершина пирамиды 
пректируется в центр этой окружности. 
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Необходимо указать, что приведенные положення верны для правиль- 
ной пирамиды, так как в правильной пирамиде и соковые :ебра обра- 
зуют с плоскостью основания равные между собою углы и боковые гра-и 
также образуют с плоскостью основания пирамиды равные между собок» 
углы. 

3. Для проверки, насколько усвоены учащимися приведенные предло- 

жения, могут быть предложены вопросы: 
‚ 1) Три последовательные стороны основания четырехугольной пира- 
миды по порядку равны а, би с; боковые грани образуют с плоско- 
стью основания равные двугганные углы. Чему равна четвертая сторона 
основания? 

В данном случае основание — описанный четырехугольник, а потому 
его четвертая сторона х находится из равенства: @-- е =6 - х, откуда 
х—=а—ьЬ с. 

2} Три последовательных угла основания четырехугольной пирамиды 
относятся по порядку, как 2:3:4; боковые ребра парамиды образуют © 
плоскостью основания равные углы. Найти плоские углы основания. 

В данном случае основание — вписанный четырехугольник; обозначив 
данные углы через 2х, Зх и 4х, заключаем, что искомый четвертый угол 
@& определяется из равенства: 2х -|- 4х —=3лх-ра и, следователь .о, 


а=2х-- 4х —3Зх=3лх; но так как сумма всех углов основания 
2х + 3х + 4х -- 3: —360°, то х-= 30” и 2х==60°, 3х = 90°, 
4х = 120 и а—= 90°. 


Такого рода вопросы, помимо расширения пространственных представ- 
лений учащихся, возвращают их к отдельным разделам планиметрии, в 
данном случае — к свойствам вписанных и описанных четырэхугольников, 
Следует еще указать учащимся, что в первой задаче раздела 3 высота 
пирамиды есть геометрическое место точек, равно удаленных от боковых 
граней пирамиды, во второй — геометрическое место точек, равно уда- 
ленных от боковых ребер пирамиды. Впоследствии, при прохождении 
раздела о круглых телах, вопрос этот следует связать со вписанным и, 
о. исанным конусом. 


8$ 39. Задачи на построение и вычисление, связанные 
с правильной треугольной пирамидой. 


_ Вопросы, связанные с пирамидой, следует иллюстрировать рядом за- 
дач как на построение пирамид на геометрическом ящике, так, главным, 
образом, на построение их изображений, а также и сечений пирамид. 
Не будем останавливаться на диагонзльных сечениях пирамид, — их пс- 
строение не представляет затруднений, не будем также рассматривать сече- 
ния пирамиды плоскостью, парзллельной плоскости основания пирамиды — 
эти вопросы подробно рассмотрены в стабильном учеблике. Нашей це- 
лью является подробное изучение взаимоположений элементов пирамилы 
и отчасти вычисление отдельных элементов пирамиды по заданным усло- 
виям задачи. Разбор задач начнем с построения правильных пирамид, а 
затем перейдем к неправильным пирамидам, к построению их и их сече- 
ний и к вычислению отдельчых их элементов. 

1) Правильная треугольная пирамида стоит на горизонтальной плос- 
кости так, что одна сторона ее основания параллельна вертикальной 
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плоскости чертежа. Построить эту пирамиду по стороне а ее основания и 


высоте пирамиды Н: а==16 см, Н=22 см. Масштаб 1:4; угол сокра- 


шения 2 —459; коэфициент сокращения # = 0,5. 
В Прежде всего следует 
\ у вычертить в данном мас- 
штабе 1:4 отрезок 


а = 16 см, что даст от- 
резок, равный 4 см, и 
отрезок НМ ==22 см, что 
соответствует отрезку, 
равному 05,5 см; затем 
строим равностороний 
треугольник АВС со сто- 
роной, равной 4 см, и 
вычерчиваем по правилам 
косоугольного проектиро- 
вания на плоскости Р, 
изображаемой в виде па- 
раллелограма с углом 
ф—==459, треугольник АВС 
(рис. 167). После этого 
проведем в точке О к 
плоскости основания пер- 
пендикуляр О$=Н дли- 
`ной в 5,5 см; высота О$ 
перпендикулярна к верх- 
нему или нижнему краю 
листа или основанию па- 
ратлелограма, изображаю- 
щего плоскость. 
Соединив точку © с 
вершинами основания А, 
В и С треугольника, по- 
Рис. 16 а. лучим изображение пра- 
вильной треугольной пира- 
миды: основание ее — правильный треугольник АВС, и вершина $ 
‘проектируется в центр О основания — треугольника АВС. ° 
В связи с анализом данного построения слелует отметить, что 1) О — 
центр вписанной в основание и описанной окружностей и СС, = ВВ; = 


из из ИЗ. 
м ; = ОС-= м ; РГ ОС, = м ; 2) боковое ребро 


—_____ Ё 
ЗА $В == ЗС == + == Н- 3; 3) 500 =а-— угол 
чаклона бокового ребра пирамиды к плоскости основания, причем & а == 


50 Н 5.3 НУЗ- 
бе в су "а; 4) $С, [АВ на основании теоремы о трех 


—= АА; = 


перпендикулярах и $С, — высота боковой грани, изи апофемд правиль- 
ной пирамиды, а потому /5$С,С =В — линейный угол двугранного угла 
@яри основании пирамиды, или угол наклона боковой грани к плоскости 
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, $0 вн онуях +8 
основания; 2} "ЭТОЙ вуз НУ, откуда следует, ЧТО ра = 2 или 


93 = 24а. 

Учащимся надо указать на то, что углы @ и 3 не равны: проекция 
ребра $С вдвое больше проекции апофемы 5С., а потому $5С > $5С. и 
угол & < В. На рисунке углы эти следует отметить разными значками. 
В случае, если учащнеся встретят какие-либо затруднения, следует иред- 
ложить им построить пигамиду на геометрическом ящике, а уже потом 
строить изображение ее. $ 

Можно предложить учащимся вычислить площади всех четырех гра- 
ней пирамиды и таким образом найти боковую и полную поверхности 
пирамиды. 

2) Построить развертку поверхности правильной треугольной пира- 


миды в плоскости Р, не изменяя положения плоскости ее основания. 


Если повернуть боковую грань, например 5АС, вокруг стороны 0с-. 
нования АС (рис. 167а), то апофема $В;, перпендикулярная к АС, оста- 
нется перпендикулярной к АС и тогда, когда плоскость боковой грани 
совпадет с плоскостью основания, и потому В,5 будет продолжением 
высоты ВВ, освовавия; длина отрезка В.5 может быть вычислена и от- 
ложена в приньтом масштабе на продолжении ВВ, за точку В,. Разверт- 
ка пирамиды на рис. 167а дана в плоскости чертежа в масштабе 1:4. 

3) Найти кратчайший путь по поверхности треугольной пирамиды 
5$АБС между серединами К и А, двух противолежащих ребер 5А и 
ВС пирамиды. 

—` Если соединить на рис. 167а развертки поверхности пирамиды $АВС 
середину К ребра $А с точкой А, — серединой ребра ВС, то отре- 
зок КА, — кратчайший путь по поверхности пирамиды между точками 
К и А,. Точно так же отрезок [С — кратчайший путь между се- 
рэдинами Ёи С, ребер $С и АВ. Если затем соедннить между собой 
точки КиЁ, А; и С,, то получим четырехугольник К.А. С); это — пря- 
моугольник, его вершины лежат на серединах сторон дельтоида $АВС; 
отсюда заключаем, что КА. — диагональ прямоугольника, стороны ко- 
а 5В: - ВВ, _ 

> = 


торого: КЕ А.С, = 1 Аб= 8 и КС, 1 58= 


=з И + (93) | ( 93) и: из |. и затем вычисляем АА. как гипоте- 


нузу прямоугольного  еугольника КС, А1. 

Последнее вычисление следует затем проверить на геометрическом 
ящике; учащиеся убедятся, что кратчайший путь между точками Ки 
А; по поверхности пирамиды — ломаная линия. 

Следует иметь в виду, что расстояние межлу точками Ки А., изме- 
ренное не по поверхности пирамиды, есть длина отрезка КА:, проходящего 
„внутри“ пирамиды. 

Развертка боковой поверхности правильной треугольной пирамиды 
в плоскости боковой ее грани дана на рас. 168а. Это, вообще говоря, 
пятиугольник, две стороны которого — ребра пирамиды, а три другие — 
стороны треугольника основания. 

Нужно обратить внимание на тот случай, когда боковые ребра пи- 
рамиды, служащие сторонами пятиугольника р звертки, составляют 


139 


продолжение одн> другого; в этом случае развертка представзяет собей 
четырехугольник, одна сторона которого равна сумме двух боковых ре- 
бер пирамиды, а три дру’из — стороны треугольника основания (рис. 
1686). 

В последнем случае плоские углы при вершине пирамизы $АВС — 
три равных прилежаних угла: А$С, С$В и ВЗА, и, следовательно, каж- 


180° 
дый из них равен —;- — 60°, т. е. все боковые грани пи;амиды — пра- 


вильные треугольники; правильным тр-угольником является и основание. 
Итак, все четыре грани пирамиды — равные и правильнье треугольники; 
пирамида эта — правильный четырехгранник, или правиль- 
ный тетраэдр; все ее ребра ра:ны. 

Итак, развертка боковой позерхности правильной треугольной пира- 
миды, пятгугольник, в частном случае может быть и четырехугольником; 
развертка боковой поверхности правильной четырехугольной пирамиды, 
ше.тиугольник, в частном случае — пятиугольник; в последнем случае 


{ 5 
каждый плоский угол пра вершине равен 5450. Развертка боковой 
А Г: 
с А, 5 А 
и ИА 
5 д С В 
Рис. 168а. Рис. 1686. 


поверхностн правильной пятиугольной пирамиды, семиугольник, в част- 
ном случае — шестиугольник, но тогда каждый плоский угол при вер- 
о 


шине пирамиды равен в 36° ит. д. 


4) Провести сечение через три точки К, [ и М, данные на ребрах 
треугольной пирамиды. 
Инны в 


Если даны три точки К, Си М на ребрах, выходящих из одной 
вершины пирамиды, то три отрезка, соединяющие данные точки (рис. 169а), 
образуют треугольник и непосредственно дают искомое сечение. Можно 
предложить учащимся продолжить до взаимного пересечения АМ и 43, 
[М и СВ, ГК и СА; все три точки пересечения, как известно, должны 
лежать на одной прямой — прямой пересечения плоскости основания и 
плоскости сечения. Это служит проверкой правильности сделанного по- 
строения. 

Если же данные точки К, Си М расположены так, как показано на 
рис. 1696, то следует сперва соединить точкн А и Д, и тогда отрезок 
КИ. будет одной из сторон сечения. Прямые АГ. и АС лежат в плоскости 
грави $АС, а потому точка их перэсечения”) также лежит в этой грани; 
эта точка Д, находясь на прямой АТ, принадлежит и плоскости сечения 
и плоскости грани АВС, а потому прямая ОМ также принадлежит в 
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плоскости основания и плоскости сечения; следовательно, и точка № и 
отрезок ММ принадлежат сечению; соединив, наконец, точки № и К, 
получим фигуру АЁММ — четырехугольник сечения. 


Рас. 169а. 


Если окажется, что прямая КГ. параллельна рэбру АС (рис. 169), 
то четырехугольник сечения — трапеция; в самом деле, плоскость сечения 
параллельна прямой АС, лежащей в плоскости АВС, и пересечет по- 
следнюю по прямой и |! АС. 

Если же три точки А, Е и М выбраны 
так, что они являются серединами ребер 
пирамиды, то АЁ/ММ— параллелограм, так 


как в этом случае КЁ —= ММ=т АС и КГ! 
ВАС | Мм. 


Рис. 169в. Рис. 170. 


Если, наконец, все ребра пирамиды равны и точки К, Ги М— их 
середины, то полученное сечение — ромб и в частном случае — квадрат. 

5) Провести сечение через высоту треугольной пирамиды и одну из 
вершин ее основания. 

Высота $О пирамиды и вершина А основания (рис. 170) однозначно 
определяют положение плоскости сечения. Проводим прямую АА, через 
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точки А и О — вершину основания пирамиды и основание О высоты $0 
пирамиды, лежащее в плоскости основания пирамиды; точка А, принад- 
лежит сечению, следовательно, А,5— сторона сечения; фигура сечения — 
треугольник 5АА.. 

Если треугольная пирамида правильная, то АА, — высота основания, 
а потому А5 | ВС на основании теоремы о трех перпендикулярах, т. е. 
$А, — апофема. Отсюда вывод: 

В правильной треугольной пирамиде боковое ребро, апофэма 
противолежащей ему боковой грани и высота пирамиды лежат в 
’ одной плоскости, 

Этим весьма важным вы- 
водом следует пользоваться 
при решении отдельных во- 
просов, относящихся к пра- 
вильной треугольной пира- 
миде. В самом деле, если 
соединить середину А, сто- 
роны основания ВС с вер- 
шиной $ пирамиды и вер- 
шиной основания А, то по- 
лучится треугольник сечения, 
содержащий высоту  пира- 
миды, угол $ЗАА, — угол 
наклона бокового ребра к 
плоскости основания и угол 

Рас. 171. $А,А — линейный угол, из- 

меряющий наклон боковой 

грани $ВС к плоскости основания. Следует еще раз указать учащимся, 
что углы 5АА, и $4А.А неравны. 

6) В треугольной пирамиде провести сечение, проходящее через вы- 


соту ее параллельно одной из сторон основания. 


По условию плоскость сечения должна проходить через основание О 
высоты $О (рис. 171) параллельно одной из сторон, положим, парал- 
лельно стороне АВ, значит, она пересечет основание в точке О по пря- 
мой КЕ || АВ. Две прямые $0 и КГ. однозначно определят положение 
плоскости сечения К5Г, удовлетворяющего условию задачи. 

7) Провести в правильной треугольной пирамиде сечение, делящее по- 
полам угол, образуемый боковой гранью и плоскостью основания пи- 
рамиды. 

Такое сечение называется биссекторчой плоскостью двугранного угла 
при основании пирамиды. 

Строим линейный угол одного из двугранных углов, положим, 5ВСА 
(рис. 172а), который требуется разделить пополам плоскостью сечения; 
соединив середину К стороны ВС с вершинами А и $, получим линей- 
ный угол $КА двугранного угла 5ВСА, образованного плоскостями 6бо- 
ковой грани и основания пирамиды. Деление пополам этого двугранного 
угла сводится к делению пополам его линейного угла 5КА. Допустим, 
02$ К$ 
РА- КА` 
точку О, следует ребро $А разделить на два отрезка в отношении А$: АА, 
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что КО — биссектриса линейного угла 5КА, тогда Чтобы найти 


считая от вершины $. Если сторона основания и высота пирамиды равны 


анН, то к=И "+ (“8 иКА =“ 3, точка же Д найдется, 
о, л/а. 98 — 
ес дел езок ЗА во ношении р ду 3\?.аУЗ. 
ли разделить отр т Н + ( 5 ) 5 


Когда точка [7 найдена, то, соединив ее с вершинами В и С осно- 
вания, получаем искомое сечение ВСО. 

Приведенное построение требует предварительного вычисления отрез- 
ков КА и К, длина которых не дана, а потому оно сложно; приводим 
более простое построение. 

Строим правильную треугольчую пирамиду так, чтобы высота ее осно- 
вания АР была параллетьна вертикальной плоскссти чертежа (рис. 1726); 
при таком построении плоскость треугольника 5АЕ параллельна верти- 
кальной плоскости чертежа и стороны его даны с соблюдением масштаба 


Рис. 172а. Рис. 11726. 


в натуральную их величину, а потому можно обычным приемом, приме- 
няемым в планиметрли, разделить угол $РА пополам, найти точку Си 
получить биссекторную плоскость ВСЕ. 

Такое построение не требует каких-либо дополнительных вычислений 
и построений. 

Следует заметить, что такое расположение рисунка надо предпочесть 
другим, так как при указанных условиях даются в действительную вели- 
чину с соблюдением принятого масштаба: $О — высота пирамиды, $А — 
боковое ребро пирамиды, $Р— апофема пирамиды, АР высота осно- 
вания, сечение $АЁР, элементами которого являются последние три ст- 
резка, в, наконец, угол ЗАР — угол наклона ребра пирамиды к плосьости 
освования. 

8) Провести в правильной треугольной пирамиде сечение, проходящее 
через сторону основания перпендикулярно к противолежащему ребру. 

Построив сечение 5АЕ (рис. 173), лежащее в плоскости чертежа и 
проходящее через ребро и высоту пирамиды, проводим РЕ | $А обыч- 
ными приемами планиметрии и соединяем точку Г. с вершинами В и С; 
тогда ВЕС — искомое сечение, однозчачно определяемое прямыми ВС и 
Р|. Сечение это перпендикулярно к ребру $А, так как $ | ГЕ по 
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построенлю, 5Ё ортогонзльно к ВС, ибо прямая ВС перпендикулярна к 
плоскости 5РА, а, следов ‘тельно, она ортсгональна к 5А, т.е. к $1, (можно 
сделать заключение и на основании теоремы о трех перпендикулярах в 
широком ее толкованин). ° 

Надо обратить внимание учащихся на то, что длина отрезка ЕЁ — 
кратчайшее расстояние между непересекающимися ребрами. Построение 
значительно упрощается в том случае, когдя все ребра треугольной пи- 
рамиды равны, т.е. когда дан правильный четырехгранник, или пра- 
вильный теграэдр. В этом случае треугольник $РА — равнобедренный, 
зак как 5Р-— АР как высоты равных равносторонних треугольников, и 
ЕЁ является и высотой, и медианой, и биссектрисой, т. е. точка 2 — 
середина ребра $А; поэтому, разделив ребро 5$А пополам и ссединив 
середину его Е. с вершинами В и С, получим искомое сечение. 

Сечение [ВС является в правильном четырехграннике в то же время 
и биссекторной плоскостью двугранного угла, образованного плоскостью 
боковой грани 5ВС и плоскостью основания АВС пирамиды, 


Рис. 173. Рис. 174. 


9) Построить линейный угол двугранного угла, образованного двумя 
боковыми гранями правильной треугольной пирамиды. 


Построение это аналогично тому, которое дано в предыдущей задаче; 
согласно определению линейного угла, угол ВЕС -— искомый, так как 
плоскость треугольника ВЕС перпендикулярна к ребру $А, следовательно, 
[С | 5$А и [В | $А. 

10) Через точку М, взятую на боковом ребре $А правильной тре- 


угольной пирамиды, провести сечение, перпендикулярное к высоте АР 
основания АВС. 


Пусть пирамида $АВС построена так, что высота АР основания АВС 
параллельна вертикальной плоскости чертежа (рис. 174). 

Строим плоскость сечения перпендикулярно к плоскости основания, 
для чего нужно, чтобы плоскость сечения проходила через перпендику- 
ляр к плоскости основания АВС: проводим МО. | АВС, или, что то же 
самое, МО, || $0; всякая плоскость, проходящая через перпендикуляр 
МО., перпендикулярна к плоскости основания АВС, и в числе этих 
плоскостей будет и плоскость АУЛ. Чтобы плоскость сечения была пер- 
пендикулярна к высоте АР основания АВС, высота АЁ должна быть 
перпендикулярна к двум прямым на плоскости сечения; к прямой МО, 
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высота АЕ перпендикулярна; если 
высота АР будет, кроме тото, 
перпендикулярна к Поямой, по 
которой искомое сечение пересе- 
чет плоскость оснорания, то задача 
решена. Итак, если провести че- 
рез основание О; перпендикуляра 
МО, прямую КЁ | АРили КР || ВС, 
д затем — плоскость через МО) и 
КГ, то эта плоскость — искомое 
хе ение: прямые 110. и КЁ опре- 
деляют сечение однозначно; это 
сечение перпендикулярно к плос- 
кости основания и к высоте АА; 
МОЕ=а и ДТО,Е=а. 


Рис. 175. 


11) Через точку М на ребре $А правильной треугольной пирамиды 


провести плоскость, параллельную плоскости, противолежащей ребру $5А 


Рис. 1765. 


боковой грани В5$С. 


Построение такое же, 
как и в предыдущей задаче, 
с той лишь разницей, что 
через точку М в плоскости 
5АЕ (рис. 175) следует про- 
вести прямую МО, || $ — 
апофеме пирамиды, и через 
точкуО— прямую) Г. || ВС. 
Сечение МК. Ё; прямыми МО; 
и К,;[. определяется олно- 
значно. А:Ё. |_АО, а потому 
КЁ. | МО, и ДМОА— 
линейный угол двугранного 
угла, образуемого — плос- 
костью сечения и п оскостью 
основания пирамиды; плос- 
кость А.Ё,М — параллельна 
плоскости ®ВС на основании 
вто.ого признака параллель- 
ности двух плоскостей. 

12) Провести в правиль- 
ной треугольной пирамиде 
сечение, проходящее через 
пентр основания параллельно 


боковой грани. 


Проводим сперва сечение 
$АЕ (рис. 176а), а затем — 
в плоскости ЗАРЕ через точку 
О прямую ОМ | 5Е ив плос- 


кости АВС прямую КЕ || ВС; тогда ЛКЁЕМ — искомое сечение. 
Линейные углы $РА и МОА равны, значит, равны и соответствен- 


НИ Геометрия, ч. И. 


145 


ные их двугранные углы, а потому плоскость АТ.М параплельна плоско- 
сти $ВС. 

Если вращать плоскость сечения АЁМ вокруг АГ по направлению 
движения часовой стрелки, то угол МОЛ будет увеличиваться, а угол 
МОЕР-— уменьшаться; когда угол МОА окажется равным 90°, точка М 
совпадет с вершиной $5 пирамиды, и сечение КГ. будет перпендикулярно 
к плоскости АВС; при этом ОМ вращлется в плоскости АА. Если про- 
должать увеличивать угол МОДА или уменышать угол МОР, то точка М 
будет перемещаться по прямой $Р и плоскость сечения КЁМ, имея с 
плоскостью боковой грани пирамиды общую точку М, будет иметь с ней 
и общую прямую, проходящую через точку М, — прямую В;С; (рис. 
1766), параллельную ВС. Если вращать плоскость АЁС,8; до тех пор, 
пока угол ЛОР не окажется 
равным углу $АЁР, то плос- 
кость сечения окажется на- 
клоненной к плоскости осно- 
вания под тем же углом, как 
и ребро 5А, и будет па- 
раллельна ребру $А (см. 
следующую задачу). При 
дальнейшем вращении угол 
МОР будет уменьшаться, и 
когла ОМ совпадет с ОЁ, 
плоскость сечения сольегся 
с плоскостью основания. 

На последних двух ри- 
сунках плоскость сечения не 

Рис. 177. совпадает с плоскостью чер- 

тежа, не параллельна ей, хотя 

это было бы и более четко. Учащиеся сами могут дать такие рисунки. 

Заметим только, что при этом лучше давать несколько промежуточных 
положений и прямую (МО отметить каким-либо цветом. 

13) Через центр основания правильной треугольной пирамиды про- 
вести сечение, параллельное двум непересекающимся ребрам пирамиды 
ЗА и ВС. 

Искомая плоскость проходит через центр О основания и параллельна 
ребру ВС (рис. 177); кроме того, она параллельна ребру А$, следова- 
тельно, она проходит через прямую ОМ || А5, лежащую в плоскости АЗА; 
поэтому, если провести прямую А1[. || ВС и соединить между соболо точки, 
К, Е, Ку и Ё1, то получнм искомое сечение — четырехутольник КЁК\ Е). 
Но К.Г, | КЁ, а потому четырехугольник АЕ. К — параллелограм; нс 
5А ортогональна к ВС, т. е. $А | ВС, а потому КЕ К, — прямоуголь- 
ник. 

14) Через среднюю линию АЁ основания правильной треугольной пи- 
рамиды провести плоскость, параллельную боковому ребру. 

Построение аналогично построению предыдущей задачи (рис. 178). 


В сечении получается параллелограм, ибо ММ= ВС=КЕи ММ | КЕ, 


но $ ортогонально к ВС, т.е. $А | ВС, а потому КЕММ — прямо- 
угольный параллелограм, т. е. прямоугольник. Если все ребра пирамиды 
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равны, то сечение дает квадрат, так как КТ = ЕМ = ММ==МК, как 
средние линии равных равно-торонних треугольников. ° 
15) В треугольной пирамиде 5АВС на ее ребрах 5А, 5В и 5С взяты 


соответственно точки А, `В, и С; и через них проведено сечение. До- 
казать, что точки пересечения А, Ё и (М соответственных сторон тре- 


угольпиков сечения и основания пирамиды лежат на одной прямой. 

Доказательство этого предложения дано выше. 

Следует предложить учащимся показать, что теорема справедлива и 
для треугольников А. АК и С,' Г. (рис. 179}, так как прямые А.С, АС 
и КЁ, проходящие через соответственные вершины треугольников, пере- 
секаются в одной точке /М. Стороны этих треугольников пересекаются в 
точках 5, Ви 8., лежащих на ребре пирамиды $В. То же самое имеет 
место для треугольников С. СМ и В.ВК, стороны которых пересекаются 
в точках 5, А и А,;, лежащих на ребре 5А, а также для треугольников 
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Рис. 178. Р.с 179, 


АА, М и ВВ), стороны которых пересекаются в точках $5, Си С,, ле- 
жащих на ребре $С. 

Повторный разбор известной теоремы на треугольной пирамиде более 
доступен учащимся; одновременно это дает им возможность построить 
линию пересечения [И плоскостей двух треугольников: сечения и осно- 
вания. Кроме того, она является подготовкой к следующей задаче на 
пострсение. 

16} На трех гранях треугольной пирамиды дапы точки К, Би 11. 


Провести через эти точки плоскость, пересекающую‘ пирами у. 


Особо следует выделить точки А, Г и ЛМ, однозначно опрелеляющие 
искомое сечение, затем следует провести на граня. треугольной пирамиды 
АВС из вершины ее $ (рис. 180) через данные точки К, Ги М пря- 
мые, которые пересекут стороны основания АВС в точках Аз, Ё; и М;; 
соединив последние прямыми, получаем треугольную пирамиду 5К\1/.М, 
И сечение ее птоскостью, про .одящей через точки А, Си М; это сече- 
ние— треугольник АЁМ. 
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Прямые АЁ и АЕ, ЕМ и БМ,, МК и М.Е пересекаются в точках 
1, 2 и 3, лежащих на одной прямой — линии пересечения плоскости ос- 
нования с плоскостью сечения. Сторона основания ВА пересекает эту 
линию сечения в точке 4, принадлежащей и плоскости сечения и плос- 
кости передней грани ЗАВ. На передней грани дана точка А, а потому 


Раис. 189. 


прямая, проходящая через точки 4 и К, также принадлежит обеим плос- 
костям — и плоскости сечения и плоскости передней грани, и 4,Б, — 
прямая, по которой плоскость сечения пересекается с плоскостью грани 
5АВ. 

Дальнейшее построение не представляет затруднений. Так, точки В; и 
{. принадлежат и плоскости сечения и плоскости грани 5ВС, а потому 
прямая, проходящая через точки В, и С;, принадлежит обеим плоскостям, 
и В,С, — линия пересечения плоскостей грани $ВС и искомого сечения. 
Так же находим и третью сторону А.С; сечения. Искомое сечение про- 
ходит через данные на гранях пирамиды точ- 
ки А, Ги М. 

Аналогично выполнено построение сечения 
на рис. 181; сечение прохолит через точки 
К, Ги М, взятые на гранях пирамиды; се- 
чение дает четырехугольник ОЕРО. 

В последнем случае линия пересечения 

плоскости основания и плос- 
кости сечения пересекает 


Ст плоскость треугольника по 
о —_ прямой СО, а потому, про- 
д ведя через Ги О прямую, 
е и получаем сторону сечения 


1 ОЕ и, проведя через С и 
М прямую, получаем другую 
сторону сечения Р@, после 

чего остается только соединить точки Ри Е, и тогда искомое сечение 

РЕЕС найдено. у 

В обоих случаях можно провести построение сечений, не зная тео- 
ремы, которой мы пользовались; однако теорема позволяет ускорить 
построение, проверить правильность построения и дает четкое представ- 
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ление о линии пересечения плоскости основания пирамиды и плоскссти 
сечения, если даже эта линия получается вне данного тела, как на рис. 179. 

Приведенные задачи вскрывают всевозможные приемы построения 
линий, углов, сечений в треугольной пирамиде. Этими же приемами 
решаются задачи на построение в четырех) гольной, пятиугольной ит, д. 
пирамилах. Подобнокр рода залачи рассматр ваются и решаются в классе 
и даются учащимся для самостоятельной проработки на дому. При вы- 
полнении учащимися построения следует от них всегда требовать: * 

1) вычерчивания плоскости, на которую поставлен многогранник, 
с соблюдением угла сокращения $ = 45°, а в отдельных случаях и 
ф== 30°; 

2) установления коэфициента сокращения соответственно 1:2 или 
2:3; 

3) установления линейного масштаба, в котором  вычерчивается 
фигура. 

Указание о сем должно отмечаться на рисунках. Так, следует около 
рисунка писать: 

© =45°, &=1:2, масштаб 1:50. 


При вычерчивании правильной треугольной пирамиды лучше всего 
рисунок расположнть так, чтобы сечение, проходящее через высоту осно- 
вания и высоту пирамиды, было параллельно вертикальной плоскости 
чертежа, особенно в тех случаях, когда требуется провести плоскость 
параллельно ребру или плоскости боковой грани. 

При построении в правильной четырехугольной пирамиде сечения, 
паразлельного ребру пирамиды, следует расположить диагональное сече- 
ние параллельно вертикальной плоскости чертежа, если же требуется 
провести сечение параллельно или перпендикулярно к одной из боковых 
граней пирамиды, то лучше всего расположить пирамилу так, чтобы дан- 
ная боковая грань была ресположега перпендикулурно к вертикальной 
плоскости чертежа. 

17) Вычислить длину ребер правильной четырехугольной пирамиды, 
если известно, что сечение, проведенное в пирамиде через днагональ 
основания перпендикулярно к боковому ребру пирамиды, есть треуголь- 
ник со сторочами а и 6. 


В данном стучае учащиеся должны построить пирамиду по треуголь- 
нику сечения, стороны которого равны а и 6, при условии, что плос- 
кость этого треугольника перпендикулярна к боковому ребру пирамиды. 

Задачам на построение в стерео‘етрии также следует предпослать 
анализ, как это было указано при решении задач на построение в пла- 
ниметрии. 

Допустим, что задача решена, пирамида построена и в ней проведено 
сечение, указанное в задаче (рис. 1652а). Треугольник ВЕД сечения — 
равнобедренный, его основание ВЛ — диагональ квадрата, служащего 
основанием пирамиды. Треугольник ОЕС — прямоугольный: по условию 
ОЕС==90°, следовательно, его вершина Ё лежит на окружности диа- 
метра ОС.^ 

Необходимо удобно расположить чертеж. Ясно, что в том случае, 
если диагональное сечение $АС пирамилы параллельно вертикальной 
плоскости чертежа, то высота ОЕ треугольника ВЕД будет соответ- 
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ствовать действительной ее величине Итак, задача сводится к построению 
квадгата по ео диагоналям, равным стороне основания треугольника 
сечения. Нужно еще решить, которая из данных сторон — а или © — 
является основанием сечения. Когда имеются определенные числовые 
данные, то вопрос этот решается на основании зависимости межу сто- 
ронами треугольника; так, если даны стороны 3 и 6, то ясно, что осно- 
ванием может быть только сторона, равная 3; если же даны стороны 4 
и 6, то осчованием может быть сторона, равная или 4 или 6, и тогда 
задача допускает два решения. 

Пусть дан треугольник сечения ВОДЕ и ВО==а— его основание 
(рис. 1826). Строим основание пирамиды — квадрат, учитывая, что ф= 45° 
и =0,5; проводим для этого на плоскости Р отрезок АС ==а и отре- 


зок ВО под углом ф ==45° к нему, при этом вр АС. Затем строим 


на отрезке ОС как ня диаметре полуокружность и из точки О засекаем 
раднусом, равным ОЁ, окружно-ть в точке Е; через точки С и Е про- 
водим прямую С$ до пе- 
ресзчения в точке $5 
‚с направлезием высоты 


. 


Е 


ГИ 
Рис. 182а. Рис. 1256. 


гиримиды; О$ — высота пирамиды и б’— вершина пирамиды; все пять 
верши! пирамилы построены, тем самым построена и сама пирамила. 
Вычисления выполняются в таком порядке: 


АВ ' АВ. 2=аи двп , 
и З НИ 
ВО | ЕО=У Иа, 


Г? , а? 1 ча 
ЕС | ЕС=У чл =ь Иа, 
$С | $С:0С—ОС:ЕС, 


откуда ы 
$С=° 


1 а, а? 
— : За? р о, 
4'2 р 2а 2 у2а:— 45 


Если бы в условни задачи было указано, что сечение параллельно 
боковому ребру 45, то ОЕ=5- 45; тогда боковое ребро пирамиды было 
бы известно, и задача сводилась бы к построению прямоугольного тр_- 
угочьника АО5$ по катету Аб = н гипотенузе 5А =2й, т. е. удвозн- 
ной длине высоты ОЁ сечения ВЕД. 


Задача приведенного типа полезна тем, что требует по данному сече 
нию тела или по другим данным элементам тела построить самое тело. 
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Задачч и вопросы. 


1. Построить изображение правильной треугольной пирамиды по стороне < 

основания, углу 1 наклона бокового ребра к плоскости основания или углу В на- 
зона боковой грани к плоскости основания {2 = 45° и & = 0,5). 

2. Построить изображение правильной треугольной пирамиды: 

1) по стороне основания и апофеме боковой грани; 

2) по стороне основания и высоте пирамиды; 

3} по стороне основ ния и ребру; 

4) по стороне основания и кратчайшему расстоянию между двумя скрещи- 
вающимися ребрами пирамиды; 

5) по апофеме и высоте; 

6} по боковому ребру и высоте пирамиды; 

7} по радиусу вписанной в основание (или описанной} окружности и высоте. 

3. Построить изображение правильной треугольной пирамиды: 

1) по стороне основания и плоскому углу при вершине пирамиды; 

3) по стороне основания и углу между ребром и противолежащей боковой 
гранью; 

3) по стороне основания и двугранному углу между двумя смежными боко- 
выми гразями. 

4. Постронть правильную четмрехугольную пирамиду: 

1) ло стороне основания и наклону бокового ребра (боковой грани) к пло- 
скости основания; . 

2) по стогоне основания и двугранному углу при основании 

3} по стороне основания и двугранному углу между двумя смежными боко- 
выми грапями; 

4) по стороне основания и углу между двумя противолежащими боковыми 
гранями; 

5) по данному диагональному сечению. 

5. Построн1ь трсугольную Пнрамкду по сторонам ее основания а, бис, 
углу а наклона каждой боковой грани к плоскости основания и высоте. 

6. Построить правильную шестиугольную пирамиду по данному наибольшему 
днагональному сечению. 

7. Каждое ребро тетраэдра равно а. Найти расстояние между центрами его 
граней. 

8. Р каком отношении делят друг друга высоты правильного тетраздра? 

9. Построить изображение пирамиды, если известно, что основание ее — 
ромб, высота которого равна Йй и боковые грани пирамиды образуют с пло- 
свостью оспования угол а. Вычислить высоту Н пирамиды (й = 2; «= 455). 

19. В правильной четырехугольной пирамнде двугранные углы при боковых 
ребрах равны а, сторона основания равиа а. Вычислить высоту пирамиды (а == 120?, 
0 ==2 . 

и. Площадь основания пирамиды равна © 42; высота разделена на м равных 
частей, и через точки деления проведены плоскости параллельно нлоскости осно- 
вания. Найти плошади сечений (© = 12 м, п = 10). 

12. В правильной четырехугольной пирамиде даны: сторона основания @ н 
угол а наклона бокового ребра к плоскости основания. Построить пирамиду и 
провести в ней сечение через вершину основания перпендикулярно к противо- 
лежащему ребру. 

Вычислить плошадь сечения (а = 607, а= 10). 

13. Построить правильзую шестиугольную пирамиду по стороне основания а 
и двугранному углу при основании а. Провести сечение через сторону основа- 
ния перпендикулярно к противолежащей грани и найти площадь сечения (а = 16, 
а -- ). 

14. Построить треугольную пирамиду по данным ее шести ребрам: а, ви 
< — стороны основания и 6, 6% н 6; — боковые ребра. 

15. Пересечь треугольную пирамиду плоскостыо, проходящей через даниую 
на боковом ребре точку так, чтобы боковые ребра были наклонены к этой пло- 
<кости пол одним и тем же углом, 

16. Построизь изображение правильной треугольной усеченной пирамиды по 
данным сторонам а и 6 ее оснований (а>6) и острому углу а= 60° наклона 
боковой грани к плоскосту основания. 

17. В правильной четырехугольной пирамиде провести сечепие, проходящее 
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через середины двух смежных сторон основания и середину высоты пирамиды. 
Какая фигура получится в сечении? 

Вычислить площадь полученного сечения, если известно, что высота пира- 
миды относится к диагонали основания, как 7т:п— 1:2, а сторона основания 
д = 4,0 см. Найти также угол наклона ребра к плоскости основания. 

18. Построить изображение правильной четырехугольной усеченной пирамиды 
по сторонам её оснований аи В (а>6} и высоте й. Через центр меньшего 
осиования провести сечение, параллельное плосьости боковой грани. 

19. Основание пирамиды — треугольник со сторонами си ри углом у между 
ними. Боковое ребро а, проходящее через вершину угла у, перпендикулярно 
к плоскости основания. Построить развертку поверхности пирамилы. 

20. Построить изображение правильной усечениой шестиугольной пирамиды, 
если известно, что стороны ее оснований — а и $ (@>) и двугранные острые 
углы при основании — а ‹$ — 45°, & =05). 

Построить сечение, проходящее через одну сторону а основания и противо- 
лежащую сторону Ф другого основания, и вычислить площадь полученного сече- 
ния (а=4дм, 6=2 дм и «= 60°), 


Указания к задачам и вопросам. 


1. Сперва надлежит построить равносторонний треугольник АВС со сторо- 
ною д и высоту его АМ (рис. 183а), а затем — изображение этого треугольника 
на плоскости Р так, чтобы высота его АМ была параллельна вертикальной 
плоскости чертежа (рис. 1836). Если провести медиану основания ВМ, то тем 


А 
а 
8 м [м 
Рис. 183а. Ри. ШЗ. 


самым определится центр О основання, так как медианы, они же высоты в рав- 
носгороннем треугольнике, пересекаются в одной точке, в которую и проекти- 
руется вершина правильной треугольной пирамиды. После этого нужно построить 
перпендикуляр О> к плоскости основания, т. е. перпендикулярно к АМ. В пто- 
скости, определяемой прямыми АМ и 0$, следует на прямой АМ построить при 
точке А угол, равный действительной величине данного угла а, так как плоскость 
$АО параллельна вертикальной плоскости чертежа. Точка пересечения прямой 
А$ и высоты О$ определит вершину $ пирамилы, а следов. тельно, — и всю пира: 
миду. 

Так же строится изображение правильной пирамиды по стороне основания и 
углу В наклона боковой грани к плоскости основания; этот угол строятся пел 
точке М высоты АМ в плоскости $АО. 

В правильной треугольиой пирамиде, как известно, 158 = 20а, поэтому по 
данному одному из углов, а или 3, можно вычисльть другой угол. 

Построение правильной шестиугольной пирамиды по тем же данным— или по 
стороне основания и высоте пирамиды, или по боковому ребру и высоте пира- 
миды— не представляет особых за,руднений, если приведенное выше построение 
усвоено. 

2. Построение изображений пирамиды по данным залачи выполняется весьма 
просто, если поставить пирамиду на горизонтальной плоскссти так, чтобы сече- 
ние ее, проходящее через ребро и высоту. пирамиды, было параллельно верти- 
кальной плоскости чертежа (рис. 184). 

1) Сперва строится осиоввиие АВС и его высота АД, Затем строится тре- 
угсльник АВС иа горизонтальной плоскости Р так, чтобы высота АД была па 
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раллельна вертикальной плоскости чертежа; высота АД делится на три равнысе 
1 
части, Ор = >. АО, и проводится высота 0$. Задача в основном приводится к 


построению прямоугольного треугольника $ОД по катету ОД и гипотенузе 0$. 
Определением положения вершины 5 определяется пирамида $АВС. у 

В дальнейшем не будем особо упоминать о сечении 405, в котором все 
элементы даются неискаженными, если, конечно, эта плоскость сечения парал-- 
лельна вертикальной плоскости чертежа. 

2) Построение сводится к построенню прямоуголь- 
ного треугольника по категам ОЗ и ОД (рис. 184). 

3) Построение аналогично предыдущим. 

4) Построив основание 40 сечения, проводим на 
нем как на диаметре полуокружность, и строим пря- 
моугольный треугольник по гипотенузе АД и катету 
АК. Пересечение высоты О$ и прямой ОК’ дает иско- 
мую вершину $ пирамиды, а следовательно, и пнрамиду 
в целом. 

5) Построив прямоугольный треугольник 5ОР по $0 
и $0), продолжаем ДО на расстояние ОА=20)0, ибо 


Рис. 184. 


ОР = з АБ, и тогда получим сечение А0$. 


Стронм затем правильный треугольник по его высоте (задача планиметрии, 
$ =45°) и, проведя ВС под углом в 45? к АО, откладываем по обе стороны от 


1 1 
Др по отрезку вВ= БС стороны прагильного треугольника, так как # — 5; 
соединив, наконец, точки Си В с точкой 5, получаем искомую пирамиду. 
6) Построение выполняется, как и построение, указанное в предыдущей 
задаче, с той лишь разницей, что в данном случае надлежит построить сперва 


й 1 
пряхоугольный треугольник ЗОА и продолжить АО на расстояние ОВ ==; до’ 


ит. д. 

7} Построение аналогично построению задачи 5 или 6; данные ОР ==г или 
ОА — К. 

Для большей наглядности и четкости чертежа целесообразно заданные отрезки 
отмечать цветными лини.ми, а также заштриховать основную фигуру, которую 
строят. 

3. 1) Боковая грань правильной треугольной пирамиды — р-внобедренный 
треугольник; даны его оспование ВС и угол 85С при вершине. Построив сред- 
ствами планиметрии такой треугольник, найдем его вы- 
соту $В — апофему пирамиды, и, таким образом, вопрос 
сводится ко втсрому заданию предылущей задачи. 

2) Данный угол А5О между ребром $5 А и плоскостью 
грани В$5С равен углу $АД наклона бокового ребра к 
плоскости основания, и, тем самым,- построение сводит- 
ся к задаче 1. 

3) Пусть задача решена и пирамида построепа, 
построен также линейный угол АК 8; из рис. 185 усмат- 
риваем, что ЕК — кратчайшее расстояние между двумт 
скрещивающимися ребрами, это расстояние можно най- 
тн, построив равнобедренный треугольник АКВ по дан- 
ному основанию АВ и углу АКВ при вершине К. В 
остальном построение сводится к построению, указанно- 
му в задаче 2 (вопрос 4). 

4. 1) Так как лан угол наклона бокового ребра к плоскости основания, то це- 
лесообразно вычертить нзображение правильной четырехугольной пирамилы так, 
чтобы плоскость ее днагонального сечения была параллельна вертикальной пл - 
скости чертежа. 

Порядок построеиия следующий: строится квадрат с данной стороной 
(рис 1862); изображение квадрата на горизонтальной плоскости при параллельности 
его диагонали вертикальной плсскости чертежа (рис. 1866); направление высоты, 
угол в конце диагонали в плоскости диагонального сечения (рис. 1866). 

2} Для данного случая полезно построить изображение пирамиды так, чтобы 
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плоскость, проходящая через апофемы двух противолежащих граней, была парал- 
лельна вертикальной плоскости чертежа (рис. 187). 

3) Порядок построения следу ощий: строится квадрат ло его ст роне сред- 
ствами планиметрии; равнобедренный треугольчик ВК 2 по его основанию ВО 
и углу при вершине К средствами планиметр ти; кв драт, лежаигий в горизонталь- 
ной плоскости, с диагональю АС, параллетьной нижнему или верхнему краю 
листа или доски (рис. 188); полуокружность на диаметре ОС и прямоугольный 
треугольник с гипотенузой ОС и катстом ОК, данным в условиях задачи (п. 6); 


[5 


и 
2$ 


Рис. 186а. Рис. 18,6. Рис. 187. 


пересечение прлмой Ск с перпендикуляром О$ к плосьости основания, что дает 
вершину $ и, сл довательно, всю пирамиду. 

4) Сечение, проходящее через апофемы противолежащих граней, — равно- 
бедренный треугольник; основание его — сторона основачия пирамиды, а угол 
при вершине данный угол; углы прут осповаиии являются линейными углами 
двугранных углов при основании и тоже известны. Построение сводится к 
построени о, приведенному в зазаче 2 (вопрос 4). 

5) Известны: диагональ основания, ребра пирамиды и углы наклона ребер 
к плоскости основания. Построение сводится к построению одной из предыду- 
щих задач. 

5. Порядок построения слелующий: строится треугольчик по трем сторонам 
и вписани.я в него окружность (рис. 189) средствами планиметрии; треугольник 
АВС в плоскости Р так, чтобы высота АБ была параллельза нижнему крао ри- 
хунка (ргс. 190}, прамая ВС = а под углом 45°, так вак ® = 45°, к вьсоте АР 


ЕЯ с 
д 


Рис. 188. Рис. 159. Рис. 190. 


Отметив на стороне ВС от точки К отрезок КО, проводим КО || РА и откла- 
дывгем КО -==г. Если провести затем гысоту ($, то получим нскомую пирамиду. 

6. Наибольшее диагональное сечение — равнобедрениый треугольник, осно- 
вание которого равно 28; отсюда следует, что половина основания треугольника 
равна стсроне правильного шестиугольника. Итак, для построения даны: сторона 
о нования, высота и ребр» птрамиды. Построив по данной стороне правильный 
шестнугольник и высоту пирамиды, получаем искомую пирамиду. 

7. Построив изображение тетргэдра, каждое ребр> которого равно а, и отме- 
тив центры его граней, которыми являются точки пересечения медиан, находим 
расстояние между цептрами его граней, оно равко 5 (рис. 191). 
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8. Из рис. 191 убеждаемся, что высоты АО; и $0 делятся в отлошении 
а 
00,:А$ == 5:а = 1:3. 


9. Порядок построеная следующий: слерва строится ромб с высотой й и 


й 
вписанная в него окружность радиуса 5. (рис 192а); это задаза планиметриче- 


ская; проводнтся окружность и ее диаметр, затем две параллельные касательные 
и друг е две параллельные касательные, пересекающие первые две. Надо иметь 
в виду. что задача допускает бесчисленное множество решений; в частном слу- 
ч:е име м квадрат со стороной #. 

По услозию все грани пирамады наклонены к плоскости основания под одним 
и тем же углом, а потому высота пирамиды проходит через точку перзсечения 
диагоналей. 

После этого строим на горизонтальной плоскости ромб, высота которого ЕР 
параллельча вертикальной плоскости сертежа (рис. 1926); проводим через точк 
Е под углом 45° ($ =45 ) сторону ВС ромба и через точку Е — сторону АД [| ВС; 
отложив ЕР = ЕВ и РА-= ЕС, соединяем прямыми точки А и Ви точки ДиС. 
Посгропв, наконец, при точке Е угол а, продолжаем его сторолу Е$ до пересс- 
чения с высотою 0$, и тогда точка пересечения $ — вершина пирамилы $АВСо. 

Следует указ ть, что высота пирамиды зависит не от формы ромба, а исклю- 
чительно от высоты ромба и угла а; этим и объясняется, что форма ромба может 


ла 
И. хи 
у 
и С. 
Е `В 
Рис. 191. Рих. 192а. Рис. 1926. 


быть неопределенной, так как имеется бесчисленное множество ромбов, имею- 
щих одну и ту же высоту А. На эту сторону желательно обратить внимание 
учащихся, дабы они не полагали, что задача воэбще невозможна. 
_ВычислеНИЕ Высота пирамиды равна половине высоты основания, так 
как она является катетом 50О равнобедренного прямоугольного треугольника 
й й 
5ОР, один из катетов которого 05$=-. Итак, Н = > = 1. 
10. Построение изображения такой пирамиды было дано в задаче 4 (вопрос 
3-й. Высоту $0 ==Н (рис. 188) находим из прямоугольного треугольника 50С. 
Обозначим ребро $С через /[, тогда 4?= — 0С*, но 


‹ледовательно, - 


Остается найти /. Находим сперва часть /, а именно — отрезок КС-=х, из 
треугольника ВКС, для чего предварительно вычисляем ВК == у. 


Если ВК==у, то ОВ =аУ 2 =У\У 3, ибо Д ВКО = 1209, откуда 
2 ауУ6 . 


> 
= 


ь 2 из 
{ погому КР н кс“ 2 — 


Наконец, имеем из треугольника $ОС: 
$С:ОС== ОС:КС, 

9 У2 а 3 аз „| _ 2493 _аУЗ. 
. — . —_ ’ 

2 2 3 4а у 3 2 
342 2 __ а? а 
= и Н=-=:1 при а=2. 
42а 2 р 

Данная задача даст, с одной стороны, материал для повторения числовой за 
висимости между элементами прямоугольного треугольника, с другой стороны» 
имеет целью научить учащихся вычислять отдельные элементы пирамилы. 

И. Если высота пирамиды разделена на я равных частей, то, обозначив пло- 
щадь первого от вершины сечения через 5: и высоту пирамиды через А, 
имеем: 


"ИЛИ 


таким образом, Н— 


5 (=) 

о-в” 
откуда о р 
Зи = = (-) . 


Точно так же, обозначив площадь второго от вершины сечения через 5.» 
имеем: 
(,)’ 
$. п 


оо" %=0(=)“. 


Таким же образом находим затем: 
3 \? 
$: =@ (= ИТ. Д., 91-1 = О 
Для контроля можно еще взять: 


5.=09 (“= 0. 


п 


— 1\2 
"- №. 


Пользуясь числовыми данными, находим: 
$1 = 0,12 м?, 5. =0,48 м?, 5, =1,08 м? ит. д. 


12. Построение пирамиды дано в задаче 4 (вопрос 1). Целесообразно по- 
строить пнрамиду так, чтобы диагональное сечение 5АС (рис. 193) было парал- 
лельно вертикальной плоскости чертежа. Выполнив 

5 такое построение, проводим АК _| $С. Прямая АК 
пересекает высоту $О в точке О.. Чтобы опреде- 
лить положенне плоскости сечения, рассуждаем так: 
5$С [ пл. сечения; $С | В), следовательно, 
$С ММ, где ММ | ВО, значит ММ должно лежать 
в плоскости сечения, а потому АМКМ - искомое 


сечение. 
Сечение АМАМ — дельтоид; его площадь равна 
Ня К ., 
РР „ АК- ИМ 
ис половине произведения его диагоналей ——— Тре- 
а угольник АЗС — равносторонний, так как 
^ 26 Д$Аб =60° = И $СА; 
5 сторона его АС ==а 1 3, а потому 
Рис. 193. лк—ЯУ2-И 3 _аУ6 
2 2 
$0 в точке 0. делится в отношении 1:2, считая от основания, а потому 
1:72) 2,„_2 4) _2аУ2 
мм=5> или ММ = 5. ВБ = а 2= ты 
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Таким образом, имеем: площадь сечения равна 


1 аУ6 2072 УЗ, _ 10073 
572“ 3 Е] 7 = 3 


13. Дая построения пирамиды заданы двугранные углы, а потому целесо- 
<бразно построить изображение пирамиды так, чтобы сечение, проходящее через 
две противолежащие апофемы, лежало в плоскости чертежа. . 

Сперва следует построить правильный шестиугольник по его стороне аи 
его ось симметрии КЁ == а 3 (рис. 194а). Сечение, проходящее через КЁ и 
высоту, является в условиях даиной задачи равносторониим треугольником, а 


«УЗУЗ_ 1 
2 2 


2058 кв. ед. 


тотому высота пирамилы Н = а. Итак, нужно построить шести- 


угольную правильную пирамиду по стороне а и высоте Н=1 та (рис. 1946). 


Построение сечения выполняется аналогично построению, указанному в пре- 
дыдущей з даче. Сечение — шестиугольник АММОРЕ, в котором АР! ОМ, 
АМ НОР и ММ || РР. Шестиугольник состоит из двух трапеций: ГАМР и РММО, 


причем АР=а, ОМ = а РМ—=А а, так как 


5’ З 
ВЕ _ Н 2а _3 __ 4а 
МР, или МР = 5 и МР=-;. 
3 
З/З 3 
к“ ЗУ 34 и делится в точке С в отношении КС:01=2:1, следо- 


, , а 
зательно АС -=аи “1= 55. Таким образом, площаль сечения равна 


т (аа) аа (Чата) в ПИ 392 13 с 

р 3 4 дов м 
14. Чтобы найти отдельные элементы пирамиды, необходимые для ее по- 

<троения, следует построить развертку пирамнды в плоскости ее основания, 


Е 
Е 0 
К ГВ 
А [ы 
[:] 
Рис. 194а. Рис. 1946. 


{рис. 195а), а затем высоты 50 и $5Е боковых граней до взаимного их пересече- 
ния в точке О; эти высоты $ и $Ё пересекутся, так как являются перпендику- 
лярами к двум пересекающимся прямым ВС и АС. Если после этого „сложнть“ 
пирамиду, то угол, образуемый прямыми 5Е и БО, является линейным углом 
двугранного угла, образуемого плоскостью боковой грани А5С с плоскостью 
основания АВС, угол же, образуемый прямыми $Д и ДО — линейным углом 
двугранного угла, образуемого плоскостью боковой грани 855 и плоскостью 
основания АВС. Прямая же $0 служит высотой тетразлра ло следующим осно- 
ваниям: сторона -6С | пл. $ДРО, а потому ВС ортогональна и к прямой $0; 
кроме того, сторона АС | пл. $ЕО, а потому она ортогонйльна к прямой $0; 
итак, ЗО [ ВСи50О | АС, значит, $0 | пл. АВС, а это значит, что $0 — вы- 
сота тетраэдра. 
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Проведя затсм ОР _|_АВ и соединив точку ГР с вершиной $, нмеем: 5Р | АВ, 
т.е. ОРи 2$ составляют одну прямую, перпендикулярную к АВ, и угол $ЕО 
является линейным углом двугранного угла, образуемого боковой гранью 458 
© плоскостью основания АВС. Из построения усматриваем, что высота $0 яв- 
ляется катетом прямоугольного треугольника 5ОД, в котором даны гипотенуза 
$0 и катет РО, следовательно, $О можно найти, если построить прямоугольный 
треугольник по катету ОД и гипотенузе 52) или по катету ОЁ и гинотенузе 52. 
Порядок построения следующий: сначала стронтся развертка тетраэдра в плоско- 
сти его основания, затем находят точку пересечения О высот $Е и $) боковых 
граней и опрелеляют построением высоту тетраэтра. Чтобы, наконец, получить 
искомое изображение тетраэдра, строим треугольник — основание АРС (рис. 1956), 


ЕЕ 


- 


Рис, 155а. Рис. 1956. 


находим соответствующим построением точку О, проводим затем в точке О пер- 
пендикуляр и откладываем отрезок $0, равный высоте тетраэдра, и соединяем 
точку 5 с точками Л, Ви С. . 

Построение возможно, если 


се <а<в фе, 
В, <а< + Ь,, 
Во -Ь, 
у №ш<езы-а.. 


Задача при выполнении указанных условий возможна и допускает одно ре- 
шение. Итак, шестью ребрами треугольная пирамида определяется однозначно. 

15. Отложив от вершины $ пирамиды на боковых ребрах равные отрезки 
5А, $В н 5С, проводим через коицы А, В и С стрезков плоскость; эта пло- 
скость удовлетворяет олиэму из условий задачи, а именно — ребра пирамиды 
наклонены к ней под одним и тем же углом; чтобы выполнить второе условие 
задачи, проводим плоскость, параллельную плоскости АБС и проходящую через 
данную точку; получим искомую плоскость. 

16. Посгроеине изображения пирамиды сводится к построению, данному в 
задаче 1. 

Построив правильную треугольную пирамиду по стороне основания а и дву- 
гранному углу при основании, проводим в ней параллельное сечение со сторо- 
ной В (рис. 196а). 

Для выполнения построения, указанного в данной задаче, построим тре- 
угольник В5С (рис. 1965); на его стороне ВС отложим отрезок ВМ = 6, прово- 
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дим МС, И В$, а через точку С; — прямую С.В,, тогда отрезок С:В; и будет сго- 
роной параллельнэго сечения усеченной пирамиды: эта сторона равна $. 

Для нахождения высоты усеченной пирамиды следует вычертить фигуру, 
в состав которой она входит; это — прямоугольная трапеция ОКК:О, (рис. 196в).- 


В ней 
- 1 Е —ВУЗ 
ок- “3.1273, ок, = РЗ, кк=@ ТВ, 
— д — из 
кк, =@ 23 @— МУЗ, 
3 
а потому 


(а—2?.3 За ав 
36 - 6 2" 


Рис. 19ба. Рис. 1956. Рис. 196в. 
17. Построение видно из рис. 197. В сечении получается пятиугольник. 
Дано: „ 50=тдх АС=ипх; АВ а. 
Решение: — — 
АС=аУ?;: пх=ау2: хе В; $0= мау. 


п 


За2из | Зат? а у 
— и Диз = р И 2 - 8 лз. 


1 
5. 


$А=УАО- оу (“У 2), ("ч г 


9 ИИ ИИ 
кг 43. 0,0, = СУ 8т ОМ=-.00, = 2 Убит вле. 


Пл. КЕММР =“ 2. И 212 8.8 -- 


+172. ду вт = 
2 а Ю НВ 
=: И + 4т? -- тт Ут 4т? = 


— у + 412 кв. ед. = 5 26425 


= 7,1 см2. 
о. _ $0 _ тх:2 _ 
Д $АО = а; ==; = 
о 
ЕЙ а — 45°. 
п 


Таким образом, / А5С —= 90°, и диа- 
гоиальные сечения представляют собою 
равнобелренные прямоугольные  тре- 
угольники. Рис. 197. 


18. Усеченная пирамида есть часть пирамиды, а потому следует всегда вы- 
черчивать сперва пирамиду, а затем уже часть ее. 
Допустим, что задача решена и высота полной пирамиды равна /1 тогда 


_Н_ Ца 
Н-в 6’ 
откуда Н—=аН — ав 
и 
ай 
ар-ь 


По данным отрезкам а, Ви № можно построить такой отрезок 2 это — чет- 
вертый пропорциональный отрезков аа Йи а —6. Следовательно, построение 
сводится к построению, данному в задаче 2 (вопрос 2), а затем проводится се- 
чение на расстоянии й от плоскости основания построенной пирамиды. 


Рис. 193. Рис. 199. 


Для построения сечения следует дать изображение пирамиды так, чтобы 
плоскость сечения, проходящего через противолежащие апофемы, была парал- 
лельна вертикальной плоскости чертежа (рис. 198); тогда, проведя через центр 
основания прямую АХ || ВС и в плоскости, проходящей через противоположные 
апофемы из точки О прямую О.Л параллельную апофеме, до пересечения с другой 
апофемой в точке Л, проводим через точку / прямую ММИВС (нли КГ) и, 
„соединив точки М н М с точками Ки С, получим искомое сечение. 


Рис. 200а. Рис. 2006. 


19. Построение ясно из рис. 199. 

20. Строим основание пирамиды — правильный шестиугольник со стороной 
а — так, чтобы прямая КК; — одна из его осей симметрии — была параллельна 
вертикальной плоскости чертежа (рис. 200а); такое построение позволит построить 
действительную величину угла а наклона боковой грани к плоскости основания, 
Затем строим на плоскости Р шестнугольник и на оси симметрии КК; сечение, 
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троходящее через апофемы противолежащих боковых граней; это сечение К$К\— 
равнобедренный треугольннк с углами а при основании (рис. 2006). В данной 
задаче сечение — равносторонний треугольник, так как, согласно условию, а = 60°, 
Чтобы получить усеченную пирамиду, следует провести сечение, параллельное 
основанию; в данной задаче, по условию которой =, нужно провести парал- 
лельное основанию сечение через середину высоты, а следовательно, и через 
середины боковых ребер пирамиды. ` 

Учащимся должно быть указано, что при построении усеченной пирамиды 
более целесообразно строить сперва пирамиду. 

Согласно условию, сечение должно пройти через противолежащие стороны 
оснований, положим, через стороны С,/), и 45Ёо, следовательно, 4Ё и С:0, — 
<тороны сечения. Прямая ККь, соединяющая середины этих сторон, принадлежит 
плоскости сечения, она же лежит и в плоскости КЗА;, а потому пересекает выч 
соту $0, пирамиды, лежащую в той же плоскости, в некоторой точке О. Прово- 
дим затем в плоскости днагонального сечения В,5Е; через точку О прямую 
ММ || В.Е; прямая ММ параллельна сторонам С.Б; и А.Р. Прямая ММ лежит 
в плоскости сечения, а потому точки М и М, лежащие на ребрах пирамилы 5В, 
и 5Еь — вершины сечения; в сечении получился шестиугольник АМС. О.МЕ» 
сечение это состоит из двух трапеций, основания которых — С.Б; и ММ, 4,Г, 
и ММ. 

Если найти площади этих трапеций, то тем самым будет найдена площадь 
сечения. Обозначив площадь сечения через $, высоты трапеций ОК и ОК, 
через хи уи основание ММ через 2, имеем. 


Таким образом, задача сводится к вычислению отрезков х, у и 2. Для вы» 
числения отрезка 2 воспользуемся треугольником М5 М, стороной которого слу- 
жит отрезок 2, и подобным ему треугольником $8В,Е‚. Из подобия этих тре- 
угольников следует, что . 

В.Е; _ 50, 


ММ 530` 
Для вычисления отрезка ММ иадо знать длину отрезков В,Е, $0; и 50. 


— В,Е4==2а, так как сторона правильного шестиугольника равна а. 
$50, — высота равностороннего треугольника 5К:К, сторона которого 


КК, =20.К=2.“ 5 3 — УЗ, 
а потому _ 
аУЗ. ИЗ _ 32 
$0, = 5 =>. 
2 2 3а 
50 = 3 50. =3;`5.=а, так как КК» будучи высотой треугольника $К\Кь 
делнт высоту 50, на две части, $0 и ОО, в отношении 2:1; итак, 
__ В,Е,.$0 
ММ = —ъ9,_ 
или 
__ 24:а _ 4а 
"а =з 
2 


Что касается отрезка х =ОК и отрезка у= ОКь то мы уже знаем, что 
ОК = 05$ =а 


ок,= з0к=*, 
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а потому 


т. + 7Та* 44а + За ь 
Зее ооо == 
__ 1498 4 422 + 3аф 18а? + 3а6 _3.(бат Ва _батВа 
— 12 > 12 12 > 4 ` 


Подставляя в данную формулу числовые значения для аи 2, а-=4 и #=2, 
имеем: 


244 2}. 
Зсеч = ея = 26 кв. ед. 


Ниже приводим примерную запись последовательного расположения вычис- 
ления площади сечения: 
Г. 


5сеч == 5мАБА: -^ 5млр, С. 


А.В. =а=4; 
А.В. = 8=2; 
Д $КК, = = 60°. 
АР + М М 
$ММЕ, А: == Аз ММ Ок; $ ммс, — СВ, ММ. ок, 
А.Р.=8; ОК=х; ОК=у МУ=д СО, =а. 
+2 аф2 
Зсеч == о х- 2“ 
Х=? у=? 2=? 
П. 
АК$К\ 
КК, = КЗ 5, = 2.2 З—вУЗ, 
_1,, 1 аУ3-УЗ а а 
ОК: = 5 К№ = 5 * — 2 о, х—5- 
2 й 
ОК= ; КК = а; у—=а. 
А ММ ФА В,5Е,. 
—ыы—[—[— 

ММ _ 50, . __ .` —_ _ За, —_ __ 
ВЕ,= 50; В.Е: =2а; 50, =КК= о; $0 = ОК=- а. 
а. 4 
2а 33а 3‘ 

Ш. 
4а 4а 
$ +; а “тЗ. _ Зав +48 71а? __ 
сна 2 2 12 6 — 
__ 1342 Зав _ За (ба в) 
— 12 — 12 у 


- о 
Зсеч = Е бе 2) 1 м ='==96 кз. ел. 


Подобного рода запись показывает учащимся, в какой последовательности: 
проводятся вычисления. Записав условие и требование задачи, учащиеся видят, 
что для вычисления площади сечения (Г) необходимо вычислить отрезки х, у 
и 2. Эти последние находятся на основании существующей зависимости между 


искомыми и данными величинами а, р на (1); кола х, у и 2 вычислены, то 
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задача тем самым решена, 1гл^ зак остается только‘ подстави:ь пайденные значс- 
ния иск омых орезков х, уп 2 в формулу плошаци сечения (Ш). 

В данном пазделе приведено небольшое число задач на вычи лепия; это от- 
нюдь не зиачит, что зачачами па вычисление следует пренебречь. В настояшей 
книге число задач иодоб ого рода ограничено, так как их имеется достаточное 
число во всех залачииках. Решение последней из приведенных задач имеет целью 
показать, как следуст весги и располагать запись при решенни задачи на вычис- 
лен е, и отмети!ь, чте при по5борз залач на вычисление следует, главиым обра- 
зом, останавливаься на задачах, в которых геомстрическая, а не вычислительная 
сторона выдвигастся на первое место. 


$ 20. Линии и углы в пирамиде. 


1. В этом разнее следует рассмотреть зависимости между некоторыми 
неосновными элементами пирамиды, в частности — зависимости между 
элементами треугольной пирамиды; эти зависимости аналогичны зависи- 
мостям между элементами многоугольника и треугольника. Приводимые 
ниже теоремы п ностроения могут быгь использованы в качестве тем для 
кружковьй рабогы. Э!и вопросы могут быть поставлены в целях углуб- 
ления знаний учащихся и развития их просгранственных представлений. 

Следует обрашиь внимание на различие понятий: правильная треуголь- 
ная пирамида и правильный тетраэдр. Правильной треугольной пирамидой 
называется инрамида, основанием которой служит правильный треугольник 
и боковые грани которой — равные межлу собою равнобедренные треуголь- 
ники, сходящисся своими вершинами в одной точке; правильным же тетра- 
эд-ом обычно называстся такая правильная треугольная пирамила, все чс- 
тыре грани когорой —— равные правильные треугольники. Итак, правильная 
треугольная инрамида и правильный тетраэдр — не отно и то же. Налл 
помнить, что правильный тетраэдр есть и правильная треугольная пира- 
мида, однако, ис всякая правильная треугольная пирамида есть в то же 
время и правильный геграэдр. 

2. Все плоскосги, проведениые в пирамиде через боковые ее 
ребра перпеидикулярио к основанию пирамиды, пересекаются по 
одной прямой — высоте пирамиды. Доказать. 

В самом деле, если провести две плоскости, одну через одно ребро, 
другую через другое ребро пирамиды перпендикулярно к основанию, то 
эти плоскости, имея общую точку — вершину пирамиды, имеют и общую 
прямую; последняя порпезликуляриа к плоскости основания, так как плос- 
кость, перпендикулярчая к двум пересекающимся илоскостям, перпенди- 
кулярна и к линии их пзресечения. Трегья плоскость, проходящая через 
третье ребро нпирамилы, а следовагельно, и через вершину пирамиды, пере 
секается с каждой из двух уже проведенных плоскосгей по той же пря 
мой, проходящей через вершину, так как из одной точки — вершины пира- 
миды — можно провести к плоскости основания только один перпендиху- 
ляр. Итак, все плоскости, провелечные в пирамиде через боковые её ребра 
перпендикулярно к ее основанию, пересекаются по одной прямой; эта 
прямая — высота пирамиды. . 

Посл? разбора этой тесремы можно доказать, что 

1) отношение двух боковых ребер равно обратному отношению 
синусов соответствующих углов наклона ребер к плоскости основания; 

2) отношение высот двух боковых граней пирамиды равно об- 
ратному отношению синусов соответствующих углов наклона грз- 
ней к плоскости основаиня. 
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Такого рода упражнения способствуют закреплению у учащихся пред- 
«тавления об углах наклона ребер и граней пирамиды, одновременно 
подчеркивая их различие, и подготовляет учащихся к решению задач 
по стереометрии с приложением тригонометрии. 

3. Теоремы о свойствах треугольной пирамиды или тетраэдра: 

а) Три плоскости, проведенные через медианы боковых граней 
тетраэдра и противолежащие им боковые ребра, пересекаются по 
одной прямой. п 

Данную теорему следует сопоставить с аналогичной теоремой из 
планиметрии; три прямые, проведенные через середины сторон тре- 
угольника и противолежащие им вершины, пересекаются в одной- 
точке. 

6) Прямые, соединяющие вершины тетраэдра с центром тяжести 
противолежащих граней, пересекаются в одной точке и делятся в 
этой точке в отношении 1:3, считая от грани. Точка эта называется 
центром тяжести тетраэдра. 

Приводится аналогичная теорема из плани- 
метрии: прямые, соединяющие вершины тре- 
угольника с центром тяжести противолежа- 
щих им сторон, пересекаются в одной 
точке и делятся в этой точке в отношении 
1:2, считая от стороны. 

Следует отметить, что „центром тяжести“ 
однородной треугольной пластинки называется 
в физике точка пересечения медиан пластинки; 
эго название перенесено в геометрию, и им 
обозначается точка пересечения медиан тре- 
угольника. 

Рис. 291. в} Отрезки, концы которых соединяют 
середины противолежащих ребер тетраэдра, 
пересекаются в одной точке — в центре тяжести тетраэдра. 

г) Биссекторные плоскости тетраэдра пересекаются в одной точке, 
удаленной от граней его на одно и то же расстояние. 

Приводим в соответствующем порядке доказательства этих теорем. 

а) Плоскости, проведенные через медианы боковых граней тетраэдра, 
пересекают плоскость основания по медианам основания, которые, как 
известно, пересекаются в одной точке, следовательно, проведенные плос- 
кости имеют две общие точки: вершину пирамиды и центр тяжести 
основания, а потому имеют и одну общую прямую, проходящую через 
эти две точки. 

6) Пусть О, — центр тяжести боковой грани В$С. Плоскость, про- 
веленная через АО, и медиану АД основания тетраэдра (рис. 201), пе- 
ресечет плоскость его боковой грани В$С по медиане 50. Проведя 
таким же построением все остальные плоскости, нетрудно убедиться, что 
все плоскости пересекаются в одной точке М. Соединив центры тяжести 
О, основания и О, одной из боковых граней, находим, что треуголь- 
ники АО$ и О,ОО. подобны, так как ОО, || А5, ибо прямая О}О. от- 


5 


секает от каждой из сторон’ 0$ и РА з ее длины, считая от верши- 
ны О. Из подобия треугольников АО$ и ООО, следует, что А = 
«Оз 
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=р=3; из подобия же треугольников АМ$ н О.МО, имеем: 
АМ 8А 1 М 
м0, 0,0. `` МО, ` 


+ 
‚9 Пусть КК; и [[. — отрезки, соединяющие середины Ки К,, ЕЁ 
1 ребер АВ и $С, "ВС и 5А тетраэдра $АВС (рис. 202а; [[. на 
он не проведена); отрезки КК) и [[. пересекаются в точке Ои 
делятся ею пополам. Действительно, отрезки КК, и М. служат диаго- 
налями параллелограма КЁА:Ё,, так как Г.К, || ЕК как средние линии 
треугольников А5С и АВС, и каждый из них параллелен стороне АС 


основания и равен -—- 1 АС. На том же основании отрезки ММ, и КК; 


пересекаются в точке О и делятся ею пополам. Отсюда следует, что 
все три отрезка КК, М/М, и [Ё, пересекаются в одной точке. 
Необходимо еще доказать, что точка О является центром тяжести 
тетраэдра. Для этой цели 
рассмотрим плоскость 5АС и 
прямую $0... соединяющую 
вершину $ с центром тяже- 
сти основания АВС. 
Прямая 5$0О,, пересекая 
отрезок АА., отсекает на 
отрезках А1А5 и КС отрезки 
О.К, и О, К,, причем О.К», == 


1 
—5 ОзК, = 5 О.К, следова- 


тельно О.К = О.К: допу- 
стим, что прямая 50, пе- | 
ресекает КК\ в некоторой Рис. 2С2а. Рис. 2026. 
точке Оз (рис. 2026), и до- 
кажем, что точка Оз должна совпасть с точкой О, центром тяжести тетраэдра. 
Рассмотрим треугольники О;О,К и ОзО.К; они равны (УСУ), так как 
О.К, = О.К, (К, О3О, = С. КОзО,,, как противоположные, и /КО; О; = 
—= К.О, О. как внутренние накрест лежащие, ибо К.К; || КС; из равен- 
ства этих треугольников следует, что О.К, =О.К, а это означает, что 
точка О. — середина отрезка АК\. Итак, прямая 50, проходит через се- 
редину отрезка КК\, а следовательно, и через точку пересечения отрез- 


ков КА`, Е и ММ,. Кроме того, О 105 = 0, О, = я 50», так как 


0,0, =05 —=- 50, а потому точка пересечения отрезков КК\, [1. и 


.. ММ. совпадает © „центром тяжести“ тетраэдра. 

г) Теорема доказывается на основании свойств трехгранного угла, рас- 
смотренных выше. 

4. Сумма площадей боковых граней пирамиды больше площади 
ее осиования. Доказать. 

Доказательство основано на применении формулы, определяющей за- 
висимость между площадью самой фигуры и площалью ее проекции. Тео- 
рема может быть предложена учащимся для самостоятельной проработки. 

Можно также доказать, что в треугольной пирамиде, плоские углы 
при вершине которой — прямые, квадрат площади основания равен 
сумме квадратов площадей бокозых граией. 
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Аналогичная теорема была рассмотрена в разделе $ ЗЁЬ п. 4. 

5. Если две пары противолежащих (скрещивающихся) рэбер 
трзугольной пирамиды равны, то также равны дзе грани пирами- 
ды, имеющие одно общее ребро из двух неравных ребэр. Дока ать. 

Теорема доказывается на основании признака равенства треугольников 
по трем сторонам (ССС). 

6. Если основание высоты треугольной пирамиды совпадает 
с ортоцентром основания пирамиды, то сумма квадратов двух про- 
‚иволежащих (скрещивающихся) ребер есть величина постоянная, 


„хоьазать. ; 
Дана треугольная пнрамила 5АВС (рис. 203). Обозначим стороны ее 
сснования через а, Ви с, ее боковые ребра, лежани иротив соотв?т- 


‹'венных сторон основания, через а, 6; и с;. Строим высоту 50 пир:- 


Рис. 0” Ри. 2 


миды; тогда из треугольника $АО имеем: а? = 50% -| .103; из треуголь- 
пика АМО имеем: АО? — АМ? -- ОМ», значиг, а? = $0" АМ? -|- ОМ?; 
ьз треугольника АВС имеем: а? =6:-- с? — 2.АМ, а потому 


а? -- 0? — $0? | АМ? -- ОМЗ в + °— 9%. АМ == 
== $0? ОМ? 62 (:— АМ)? = 
= 50 ОМ? 6 МВ*= 
— 50*-|- ОВ = 4. 


р 2—2 2 
а а = -| 6. 
Так же доказывается, что 
ы 


а7 - а = с, 


а =. 


7. Площадь среднего сечения усеченной пирамиды равиа сред- 
нему арифметическому среднего геометрического и среднего ариф- 
метического Площадей ее оснований. Доказать. 

Обозначив площадь срелчего сечения через © (рис 204), площади 
оснований через © и 4, высоту усеченной пирамиды ‘ерез 2й, а высоту 
пирамиды, дополняющей усеченную пирамиду до по1ной, через х, имегм: 


ФО „и © их 
о Ш-х 9 ^* 


Итак, 


следовательно, 
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ИЛИ 
У9 2-х 


Уд. п+х (1) и УЕ А 


ЕТ. (2) 


Составив производную пропорцию для каждой из полученных про- 
порций, имеем: 


Уб-Уб_* Уд: —Уа 
Гуа в "уро © 
али ИО. — ит __ й 
Уи тя © 


последние две производные пропорции (2а) и (25) получены из равенства 
(2); сопоставляя равенства (1а) и (25), имеем: 


Уч 0; _У9. —-Уя 
УО. о. ‘ 
ИИ =2У0, или 9+9-2/4=40, 


и, следовательно, 


откуда 


О-а = 
9+4-279 2— 1У94 
ое т, 


8. Тетраэдо однозначно определяется своими шестью 
Дополнение те- = “ 
зраэдра до па- ребрами. Обозначим стороны его основания через 
реллелепипеда.| а, фи с и противолежащие сторонам основания бо- 
ковые ребра через а, 2 нс. 
Если из какой-либо вершины С параллелепипела провести три диаго- 
нали СА, СВ и СО его боковых граней и соединить концы А, Ви В 


1 
Рис. 205. Рис. 266. 


этих диагоналей прямыми, то получится очертание тетраэдра САВО 
(рис. 205). 

Если в тетраэдре построить отрезки КА\, [11 и ММ;, концами ко- 
торых служат середилы попарзо противолежащих ребер тетраэдра, то 
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эти отрезки соответственно равны ребрам параллелепипеда и им парал- 
пельны: АК, | СВ., (1. ПА.Си ММ, ПАА,, так как точки Ки К\, Ёи[, 
М и М, — центры симметрии противолежащих граней параллелепипеда. 

Сделанный вывод подтверждает, что прямые, соединяющие середины 
двух пар противолежащих ребер тетраэдра, вписанного указанным спо- 
собом в параллелепипед, пересекаются в одной точке, в которой они 
взаимно делятся пополам. На основании этого свойства можно дополнить. 
тетраэдр до параллелепипеда. 

а) Вычисление средней линии тетраэдра. В тетраэдре 
5АВС (рис. 206) КК, — одна из его средних линий, обозначим ее че- 
рез и, КА} =и,; средняя линия АА: является одновременно и медиа- 
ной треугольника 5КА и поэтому может быть вычислена по трем сто- 
ронам треугольника А5К; при этом сторона 5К==ит — медиана тре- 


«гольника 5ВС, сторона АК = т, — медиана треугольника АВС и сторона 
ЗА = а, — ребро тетраэдра. Таким образом, 


м 42 —2т,.? -- 2т2 — @?, 
где 
2—0? 2 а? 2 ор 2_ а? 
Ат? — 262 -|- 262 — 22 и 4т?==26) -- 262 — а?, 
а потому 
д бр? 
‚ааа 5—9 
или - 


2 2 2 
2 вест — а — а] 
а 4 . 


Так же, по аналогии, пользуясь циклической подстановкой, находим: 
2 2 3 2 
о сет 2-1 — ® — 6 
3 —= ии РМ- 


а? -- ани Пе 22 
= — 4 . 


6) Вычисление угла, образуемого двумя противоле- 
жащими ребрами тетраэдра. Ребра эти,’ как, например, ребра 
А: и В.С: — скрещивающиеся 
прямые. Из рис. 207 видно, что 
угол, образуемый ребрами А.Д» 
и В,С., равен углу, образуемому 
диагоналями А.О, и О.А, боко- 
вой грани 4.4.0.0, параллеле- 
пипеда, так как А.О || В.С,. Та- 
ким образом, задача сводится к вы- 
числению угла, образуемого диаго- 
налями параллелограма А.А.О.О., 
по двум данным его диагоналям 
А.О: и О.А, и стороне А.О, = 
— М1; задача возможна. Вос- 
пользуемся формулой косинусов 
для вычисления угла треугольни- 
Рис. 207. ка АВС: 
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22 =62 -- 62 — 266.с05 А 
или 
ВС? = СА? -| АВ? —2.СА.АВ-соз А, 
откуда 
СА? -- АВ? — ВС 


ИУ НЫ 


Для определения угла, образуемого ребрами а и а, тетраэдра, нахо- 
дим угол, образуемый диагоналями а и а, параллелограма, сторона ко- 
торого А.Д, == ,. Итак, 


(2 (и у еатахалися 


их р 2/— 4 

0$ (а,а1) = ры = 
255 
аа ое феф-еени а -- В — 81—22 
— аа — Заа! ы 
Так же находим: 
/\ с? — а — а? 
60$ (5,2. = 


С @че-фм-ы 
0$ (с, =— 


с 


Для правильной пирамиды, боковые ребра которой а; =, = с, =Р 
и стороны основания которой а=ф==с, находим: 


р ан — 2 -—В +В 2 2 
=— = =— —=| . 
а р 4 4 Г. с 
У + — 2— В 
60$ (а,/) = 5 = 0, 


т. е. угол, образуемый противолежащими ребрами, равен 902, что озна- 
чает, что противолежащие ребра взаимно ортогональны. 
Если дан правильный четырехгранник, все ребра которого равны, то 


- а -- 2 _ а? ау2 
11 == тои Мы о ЕЩАЙ. 


В последнем случае отрезки и, =, ==, в то же время являются 
кратчайшими расстояниями между двумя непересекающимися ребрами пра- 
вильного тетраэдра, угол между которыми равен 90°. В самом деле, реб- 
ра А.О, и В,С, лежат в двух параллельных плоскостях, гранях 4/0,0,4, 
и В,С,С.Вь, и расстояние между ними есть кратчай.нее расстояние между 
скрещивающимися прямыми А.Д, и В.С., т. е. КК.. 


$ 41. Идея равенства и подобия пирамид. 


1. Если имеется в виду рассмотреть с учащимися 
вопрос о равенстве и подобии пирамил, следует на 
чать с повторения определения равенства тел и при. 
знаков равенства призм, а затем перейти к разбору признаков равен- 
ства пирамид. 


О равенстве 
пирамид. 


` 16% 


Первый признак равенства пирамид. 

Теорема. Две пирамиды конгруентны, если они имеют равные осно- 
вания, по равному трехгранному углу при основаннн н по одной равной, 
одннаково расположенной гранн равных трехгранных углов. 

Дано: пирамиды $,/.В,С:О; и $: АаВСз0х: А, В.С. Ри —= А›ВьС5[»; трехгранные 
углы при вершинах В; и В» равны; грань 4,5, В, = грани 4›5>В» (рис. 208). 
Требуется доказать: пирамида $:А,В\С,О; = пирамиде $.А5В.СзОз. 

ДоклазатеЕЛЬСТВвОо. Первый шаг. Вложим пирамиду $, А,В.С.0» в пиря- 
миду $,4,8,С,О; так, чтобы совпали равные трехгранные углы А,8,5$; С, 
и А.В. 55.С; в этом случае совпадут плоскости оснований пирамид, как 
'ранн равных трехгранных углов, следовательно, совпадут и основания, 
-так как, согласно условию, они равны; в силу указанного совпадут и 
равные гранн 4,5,8, и А,5,В.. 

Второй шаг. Вершины 5$; и 5, Бу и Р., С; и С. совпали, а потому 
совпадут ребра 5.2; н $.0,, $:С, и 5.С, и, следовательно, совиа- 
лут грани пирамид, ибо две пересекающиеся прямые однозначно опре- 
деляют положение плоскости. $ 

' 


5 


Рис. 28. Рас. 2053. 
Выво?. Пирамиды совмещаются, следовательно, они конгруентны. 


Второй и третий признаки равенства пирамид форму- 
лируются и доказываются так же, как и второй и третий признаки ра: 
венства призм. Доказательство этих признаков основано на первом 
признаке, притом слелуег имеь в внду, что заданные в условни теорем 
грани должны Сыть одинаково расположены. 

2. Определение, какие пирамиды называются по- 
добными, такое же, како дается для подобия призм. 
Приступая к разбору предложений о пэдобных пир-ми 
дах, следует сперва остановиться на рассмотрении 
частного случая, уже известного учащимся; именно, 
если пирамида перэсекается плоскостью, пзраллельной плоскости осно- 
вания, то отс2каемая часть пирамиды есть пирамида, подобная данной. 
Можно провести аналогию между указанной теоремой и следующей 
теоремой планиметрии: прямая, пересекающая обе стороны угла тр» 
угольника н параллел ная третьей стороне, отсекает от данного треу оль- 
ника треугольних, ему подобный. 

После этого перехолят к признакам подобия пирамид, которые ана- 
«логичны признакам подобия призм нх формулиров а та же. 

Первый признак подобия пирамид, 

Дано’ пирамиды Ти П, при этом А,8В,С, О.Е; д А.ВьС.ПЬЕз; трехгранные углз 
при вершинах Су и С, равны; грань В,5:; о грани Вь$5Со (рис. 209). 

Требуется доказать: пирамида 5,4, 8: С, 2. Е; 2 пирамаде $3 АзВ С.Е». 

370 


О подобии 
пнрамид. 


Доклзательсгво: 


Первый шаг. В,5,С, > В,$,С.», а потому 


В.С, _ С, | а 
В, С. 56 


Второй шаг. А.В, С. 0. Е, д А,В.С.О,Е»„, а потому 


т. (2) 


5: С, — С О; 
5,6,  С,,` 


Четвертый шаг. Трехграчные углы при С; и С, равны, а потому 
Г. $1С:0, = (546.0... 
Вывод: 
Л $:С,0; < Л $.С.0,. 


Пятый шаг. Из равенства тех же трехгранных углов след ет, что 
двугранные углы при СО; и СГ), равны. 

Шестой шаг. Из подобия треугольников $5,С. О; и $,С,О. следует, 
что / 5:0.С, == Д $,0.С.. 

Седьмой шаг. Из подобия оснований следует, что / С. 0, Е; = ДС.Б.Е.. 


Вывод. Трехгранные углы при вершинах О; и О, равлы по двум 
нлоским углам и двугранному. 


Так же доказывается подобие граней, затем и равенство трехгранныу 
углов при вершинах Е; и ЁБ. ит. д. 

Итак, пирамиды удовлетворяют опредслению подобия многогранников, 
следовательно, они подобны. | 

Второй и третий признаки подобия пирамид фозму- 
лируются и доказываются как соответствую‘цие признаки подобия призм, 
их доказательства оспованы на первом признаке подобия пирамид, 


$ 42. Идея подобия многогранников. 


Соответствие подобных пирамид с подобием плоских фигур в плани- 
метрии наволит н1 мысль о соответствии между подобными плоскими 
многоугольниками и подобными просгранстзенными миогогранниками. Так, 
можно доказать: 

Два многограниика подобны, если онн состоят из одинакового 
числа соответственно подобных и одинаково расположенных пирамид. 

Теорема, аналогичная данной, рассматривается в планиметрии. 

Даио: шесть пирамид, основаниями которых служат грани 
данных мно! огранников, подобны 
0,2, В.С, О, д О, А.ВЬСЬБь, 
ОВС, СР д ОВС Еь и т. д. (рис. 210). 


х Треб. док: многограицикя Ги П подобны. 
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ДоклзлтеЕльство. Первый шаг. Грани многогранников подобны, 
ибо они служат основаниями подобных пирамид, на которые, согласно 
условию, разбиты оба многогранника. 

Второй шаг. Трехгранные углы при вершинах многограяников, нап- 
ример А. и А., равны по следующим оснсваниям: 


Х В:А.О, = И В,А.О., так как пирамиды О,А,В,С,Р; и О, А,В,С,0, 
подобны; 
° Дым ‚= ДЕ,А,О,, так как 0,А.О,Н,Е, ср 0, А.О», Е,; 
ДВА "В 7 Е, А,В,, так как О.А,В, Е.Е, О.А АВ... 
Отсюда следует, что трехгранные углы при вершинах Ат и А, равны 
по трем соответственно равным плоским углам при вершине. 
Так же доказывается равенство и остальных трехгранных углов мно- 
гогранника, а потому многогранники подобны. 


Теорема (обратная). Подобные многогранники могут быть рзз- 
биты на одинаковое число соответственно подобных и одинаково 
расположенных пирамид. 

Данная обратная теорема также аналогична соответствующей обратной 
теореме планиметрии; аналогичен и метод ее доказательства. 


ДоклазЗаАТЕЛЬСТВО. Возьмем внутри | многогранника произвольную 
точку О; и соединим её со всеми вершинами А., В,, С;,... многогран- 
ника; через полученные прямые и ребра многогранника проводим плос- 
кости: 4,0;8,, В, О,С;, С, О.О\,... Таким построением многогранник ра- 
зобьется на столько пирамид, сколько у многогранника граней, в данном 
примере — на шесть. Во Ц мнотограннике проводим плоскость А.О, 
под тем же двугранным углом к плоскости А,В.С.)., под которым грань 
А. 0,0. наклонена к плоскости 4,8,С,О.;, и строим в этой плоскости 
ДАО, р, ФЛ А, О, 0,4. В = ХОА, в ШО.Б.А, = 
—= / 0.0;А.; полученную точку О» "соединим затем со всеми верщи- 
нами ПЦ многогранника и строим через проведенные прямые плоскости, 
тогда П многогранник разобьется также на пирамиды, число которых 
равно числу пирамид 1 многогранника, при этом все эти пирамиды по, 
добны пирамидам {| многогранника. 

Рассмотрим, например, пирамиды О.4.В.С.Б; и О,д.В,С.1%. У вия 
основания подобны, ибо я многогранники подобны. А.В, С, 2, < А.В СО. 
грани 4,0,2; и А,О,2. подобны по построению;  Двугранные углы при 
ребрах А .2, и А .5, равны, следовательно, пирамиды подобны по вто- 
-рому признаку подобия пирамид. 

Рассмотрим еще пирамиды О, 4.0. НЕ; и О,А,О,Н,Б,.У них основа- 
ния подобны вследствие подобия многогранников, 4.02. 1, Е; > А.О. В, Е,; 
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грани 4,00. и А.О,0, подобны, так как они являются гранями рас- 
смотренных выше подобных пирамид; двугранные углы при 4,0, и А}, 
равны, так как 


(Е 6", В,4,0,С,} = Д (Е. А»О.Н,, В,А,0,С.}, 
что следует из подобия многогранников, и 
“С (О;А:О,, В, А, 0,Су) = Г (0АЬ, В,А,Б,С,), 


что следует из подобия предыдущих пирамид. 

Если почленно вычесть соответственные части данных равечств, тд 
разности углов дают в рассматриваемых пирамидах двугранные углы при 
ребрах 4.0, и А,0.; эти двугранные углы равны, так как равны умень- 
шаемые и вычитаемые. 

Итак, пирамиды 0.4.2, Н.Е, и О.А. О,Н.Е, удовлетворяют второму 
признаку подобия пирамид, следовательно, они подобны. Так же дока- 
зывается подобие и остальных пирамид, на которые разбиты оба много- 
угольника. Теорема доказана. 

Взятые в подобных многогранниках точки О, и О., от соединения 
которых с вершинами многогранников оба многотранника разбиваются 
на одинаковое число подобных и одинаково расположенных пирамид, 
называются сходственными точками. 

Прямые, соединяющие по две соответственные сходственные точки 
в каждом из подобных многогранников, называются сходственными ли- 
ниями. Сходственными точками, понятно, будут и вершины многогран- 
ников. 

Доказывается, что сходственные линии подобных многогранников 
пропорциональны схолственным ребрам, однако, на доказательстве этого 
предложения останавливаться не будем. 


$ 43. Идея пространственной симметрии. 


1. Учащимся следует напомнить из планиметрии, что две точки, А и 
В, называются симметричными относительно точки О, если отрезок АВ, 
проходящий через точку О, делится ею пополам. Точка О — центр сим- 
метрии. 

Две фигуры или две части одной фигуры называются симметричными 
относительно точки — центра симметрии, если каждой точке одной физ 
гуры соответствует во второй фигуре одна и только одна точка, сим- 
мэтричная относительно того же центра. 


Указанное в равной мере относится и к фигурам в пространстве. 

5 
Две точки, А и В, называют- 
ся симметричными относительно 


Две точкн, Ди В, называются 
симметричными относительно пло- 


прямой МА — оси симметрии, если 
они лежат на одном перпендику- 
пяре к прямой ММ, на одном и 
гом же расстоянии от нее. 

Две фигуры называются сим- 
метричными относительно оси, 
если каждой точке одной из них 
соответствует одна и только одна 


скости Р— плоскости симметрии, 
если они лежат на одном перпен- 
дикуляре к плоскости Р, на рав- 
ных расстояниях от этой плоско- 
сти. 

Две фигуры или два тела на- 
зываются симметричными относи- 
тельно плоскости, если каждой 
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точка второй фигуры, симмстрич- точче одной из них соответствует 
ная относительно этой оси. симметричная ей точка второй фа- 
гуры ити второго тела по отно- 

| шению к плоскости симметрии. 


2. Два многогранных угла называются симм тричными, если все плос- 
кие и дзугранные углы однсго из них соотвстственно равны плоским ги 
двугранным углам другого, но расположены в „обратном“ порялке. Так, 
на рис 211 дан трохгранный угол ОАВС, ребра которого продолжены за 
вершину О и образуют трехгранный угол ОА.В.С,; плоские углы одного 
соответственно равны плоским \г.ам пругого и двугранные углы одного 
соответственно равны  двугранным 
угл`м другого; такие трехгранные 
углы — симметричные углы; их можно 
назвать противоположными по ана- 
логин с противоположными углами в 
планиметрии. Симметричные трех- 
гранные углы, вообще говоря, некон- 
груентны, т. е. при вложении одного 
трех!ранного угла в другой они не 
совмещают. я. 

Докажем, что симметричные 
трехгранные углы с нэразныма 
плоскими углами несэвместимы, а 
следовательно, и неконгруентны. 

В самом деле, пусть даны два 
противоположных трехгранных угла 
ОАВС и О\1.В,С,; отметим, что 
состветственные грани их, например, 
грани ОАВи О, А, В., лежат в одной 
плоскос'и, определьемой двумя пе- 
ресекающими.я прямыми Ад. и ВВ, 

7 (рис. 212}. Если поверчуть грань 

Рис. 213. А,ОВ; в ее плоскости на 180° во- 

круг общей вершины О трохгранных 

углов, то эта грань совместится с гранью АОВ, и ребро ОС, займет по- 

пожение ОС.; при этом ребра Ос, и ОС расположены по разные сто- 
роны от плоскоси АОВ. 

Можно грани А.ОВ; и АОВ совуестить и иначе. Повернем трехграч- 
ный угол Ой, 9,С, вокруг биссектрисы угла А.ОВ, на 1802 (рис. 213); 
она займет положение А,ОВ,; затем повернгм грань А.ОВ, н весь трех- 
гранный угол в плоскости грани А.ОВ, на 1809; тогда ребро ОА,, вслед- 
ствие равенства углов А.ОВ, и АОВ, совместится с ребром ОВ и ребро 
ОВ. ——с ребром ОД, ребро же ОС, займет положение ОСз; оно не мо- 
жет совпасть с ребром ОС, так ьак двугранные углы трех!гранных углов 
не равны. 

Итак, ни при одном, ни при лругом совмещении трехгранные углы 
не равны, другимн же способами совместить их нельзя. Следовательно, 
симметричные трехгранные углы с неравными плоскими углами несовме- 
стимы, т. е. неконгруентны., Если бы в одном из двух симметричных 
трехгранных углов, например ОАВС, плоские углы АОС и ВОС были 
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равны (такие трехгранные углы можно назвать равнобепренныма), то № 
угол А.ОС, был бы равен углу ВОС, и трахгранный угол ОАВС, сов- 
местился бы с трехгранным углом ОАВС, так как грани АОС и ВОС. 
образуют © плоскостью грани ОАВ те же углы, что и грани АОС., в 
. ВОС.. . 

Понятно, что два правильных симметричных трехгранных угла кон- 
груентны, так как плоские углы их равны, равны и двугранны? углы их. 

Рассмотренные трехгранныг углы симмет- 
ричны относительно общей их вершины О 
(рис. 212 и 213); трехгранные углы могут быть, 
симметричны относительно общего их ребра или 
относительно какой-либо прямой — оси симмет- 
рии. Так, на рис. 214 даны два трехгранных 
угла ОАВС и ОАВ.С,, симметричные относи- 
тельно ребра ОА. Такие трехгранные углы 
конгруентны, так как один из них представляет 
собой лишь иное положение другого в про- Рис. 214. 
странстве. Построение таких трехгранных углов 
видно из рис. 214. На рисунке плоскозль АВС перпендикулярна к рес- 
ру ОА и треугольник АВС; — фигура, симметричная треугольнику АБО 
Центрельно-симметричные треугольники АВС и АВ,С, в:егла совместим. 
поэтому совместимы и трехгранные углы, сечениями которых они служа. 


5 44. Симметричные многогранники. 


Два многогранника конгруентны, если они при вложении сог- 
падают всеми своими соэтветственными элэментами: взршинам:, 
ребрами, плоскими и двугранными углами. В конгруентных мног. - 
граннихах рэбра, плоские и двугранные углы расположены в одном в 
том же порядке. 


Рис. 215. 


Если ребра, плоские и двугранные углы двух многогранников равны, 
но расположены в „обратном“ порядке, то они только симметричны и, 
вообще говоря, не конгруентны. р 

Пусть дан какой-нибудь многогранник АВСОЕРСН и вне его про- 
извольная точка О (рис. 215). Если соединить точку О со всечи ве - 
шинами многогранника и взять, полежим, где-либо на луче ОА точку А, 
и провести через нее прям, ю А.В; || АВ до пересечения с лучом ОВ 
в точке В., затем прямую ВС) | ВС до пересечения с лучом ОС в 
гочке С; и так дазее, то учащиеся, уже зн-комые с соотвэтствующими 
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аостроениями в планиметрии, придут к заключению, что получившийся 
таким построением многогранник 4.8В.С.0.Е,Е,6.Н, должен быть подо- 
бен данному. | 

В самом деле, соответственные ребра многогранников пропорцио- 
нальны, соответственные плоские углы граней равны как углы с взаимн$ 
параллельными сторонами, а потому равны и все их трехгранные углы, 
и, следовательно, многогранники подобны. Итак: 

Если ребра двух многогранников параллельны и прямые, про- 
ходящие через соответственные их вершины, сходятся в одной 
точке, то такие многогранники иазываются подобными и подобна 
расположенными. 

2. Многогранник называется симметричным относительно плоско- 
сти, если его можно пересечь плоскостью так, что одна часть 
многогранника, лежащая по одну сторону секущей плоскости, яв- 
ляется „зеркальным изображением другой части многограиника, 
лежащей по другую сторону секущей 
плоскости. 

Или: многогранник называется сим- 
метричным, если его можно пересечь 
плоскостью так, что 1) каждой точке 
многогранника, лежащей по одну сто- 
рону плоскости, соответствует одна и 
только одна точка многогранника, ле- 
жащая по другую сторону плоскости, 
и 2} отрезок, соединяющий две соот- 
ветствениые точки многогранника, пер- 
пендикулярен к плоскости сечения и 
делится ею пополам. 

Два многогранника называются сим- 
метричиыми, если по отношению к 

. какой-иибудь плоскости они удовлетво- 
Рис. 216. ряют тем же условиям, каким удовле- 
творяет относительно секущей плос- 
кости симметричный многогранник. Плоскость эта называется 
плоскостью симметрии (рис. 216}. 

Чтобы построить многогранник, симметричный данному относительна 
какой-либо плоскости, следует из всех вершин данного мн гогранника 
провести перпенд.куляры к выбранной плоскости, плоскости симметрии, 
и продолжить их по другую сторону на такое же расстоян е, а затем 
соединить концевые точки построенных отрезков в том порядке, в каком 
они соединены в заданном многограннике. Построенный таким способом 
многогранник симметричен данному. 

Имеются многогранники, у которых одна, две, три и более плоско- 
стей симметрии. 

дну ПЛОСКОСТЬ симметрии имеют: пирамида, в основание 
которой лежит фигура, имеющая только одну ось симмегрии, и прь 
этом вершина пирамиды проектируется в какую-либо точку, лежащую 
на оси симметрии основания; усеченная пирамида, у которой оба осно- 
вания имеют по одной оси симметрии и плоскость, проходящая через 
них, перпендикулярна к основаниям; все прямые призмы, основания 
«оторых не имеют осей симметрии, 
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Две плоскости симметрии имеют: пирамида и соответствую- 
щая ей усеченная пирамида, основания которых имеют по две оси сим- 
метрии и перпенликуляр, проведенный из вершины пирамиды к плоскости 
основания, проходит через точку пересечения осей симметрии основания; 
прямые призмы, основания которых имеют одну ось симметрии. 

Три плоскости симметрии имеют: пирамиды с тремя осями 
симметрии в основании, если при этом перпендикуляр, провгденный 
из вершины на плоскость основания, проходит через точку пересечения 
осей симметрии основания; прямые призмы, основания которых имеют 
две оси симметрии: таками телами явл ются кирпич, прямоугольный 
ящик с неравными ребрзми и т. д. 

Четыре плоскости симметрии имеют: пирамиды, основания 
которых имеют четыре оси симметрии и перпендикуляр, проведенный из 
вершины пирамиды к плоскости основания, проходит через точку пере- 
сечения осей симметрии основания; прямые призмы, основания которых 
имеют три оси симметрии. у 

Пять плоскостей симметрии имеют, например, правильные 
пятиугольные полные и усеченные пирамиды, правильные четырехугольные 
призмы. 

Шесть плоскостей симметрии имеют, например, правильные 
шестиугольные полные и усеченные пирамиды и правильные пятиуголь- 
ные призмы и т. д. 


5 45. Правильные многогранники. 


1. Напомнив учащимся о соответствии пирамид и треугольников, мно- 
когранников (полиэдров) и многоугольников (полигонов), можно рас- 
смотреть вопрос о соответствии между правильными многогранниками и 
правильными много)гольниками. Правильными многогранни- 
ками называются многогранники, все ребра, грани и 
многогранные углы которых равны; аналогично правильными 
называются такие многоугольники, все стороны и углы которых равны. 
Из планиметрии учащимся известно, что правильных многоугольникоз мо- 
жет быть очень много, бесконечно много, и они будут поражены, когда уз- 
нают, что число правильных многогранников ограничено и их всего пять. 

Не лишне рассмотреть с учащимися, какими правильными одноимен- 
ными многоугольниками можно покрыть плоскость без просветов; это 
можно сделать, используя только три многоугольника, а именно — пра- 
вильные треугольники, правильные четырехугольника и правильные шести- 
угольники: шесть правильных треугольников или четырз правильных 
четырехугольника-квадрата или чри правильных шестиугольника, прило- 
женные друг к другу так, что вершины их совпадают и они при этом 
не покрывают друг друга, заполняют собою всю область вокруг общей 
вершины. Только такими правильными одноименными многоугольными 
плитами можно покрыть пол. 

2. Приступая к образованию правильных многогранников, ограниченных 
только правильными треугольниками, учащиеся должны уяснить себе, что 
для образования из правильных треугольников многогранного угла нельзя 
использовать шесть правильных треугольников, так как сумма всех пло- 
ских углов при вершине многогранного угла, составленного из шести 
правильных треугольников, была бы равна 360°, ибо 60°.6 —= 360°, что 
невозможно, так как сумма всех плоских углов при вершине многогран- 
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ного угла всегла меньше 3605. О:сюда вывод, что число правильных 
треугольников, с помощью когорых можно образовать празильный мно- 
гогранный угол, не может быть больше пяти. Принимая одновременно 
во внимание, что число граней многогр`нного угла не может быть меньше 
трех, надлежит сделать вывод, что многогранный угол может быть об- 
разозан только из трех, четырех и пяти правильных треугольников. 
Итак, правильных многогранников, гранями которых служат правильные 
треугольники, существует всего три вида. Разбор отдельных вдов мно- 
гогранников следует чачинать с простейшего случая, а имезлно — со слу- 
Чая, когда п авильный треэхгранный угол образо.ан тремя правильныхи 
треугольниками. Если такой трехгранный угол образован (лучше всего 
взять три равных правильных картонных треугольника), учащиеся не. о- 
средстеенно убеждаются в том, что для получения ограниченного со всех 
сторон тела необхочимо и достаточно использовать еще четвертый пра- 
вильный треугольник и притом равный данным, чтебы получить правиль- 
ный многогранник. Такой многогранник по числу граней называется 
правильным теграэдром (тетра — четыре, элрон-— грань) или правильным 
четыре‹гранником. Ол одинаково расположен как отнссительно каждой 
из своих четырех граней, так и относительно каждого из своих шести 

5 ребер и каждого из своих четырех трехгранных углев 
{рис. 217). 

Учащим.я может быть предложена характерная за- 
дача: состави ь из шести палочек, одинаковых по длине, 
четыре треугольника, сторонами которых служили бы 
данные шесть палочек. Учащиеся, особенно, если этог 
вопрос будет задан до того, как они всесторонне 

Рис. 217. ознакомились с правильным тетраэдром, обычно пола- 

гают, что подлежащие построению треугольники лежат в 
одной плоскости, и крайне озабочены невозможностью решить задачу, 
так как на плоскости нельзя составить из шести палочек не только че- 
тырех треугольников, но даже и трех. А между тем, обращаясь к про- 
странству, можно образовать правильный тетраэдр; таким образом про- 
странственная фигура вполне решает вопрос: из шести палочек-ребер 
образован правильный тетраэдр, ограниченный четырьмя правильными 
треугольниками. 

Из всех многогранников тетраэдр — самый простой пространственный 
образ. Нужно отметить, что противолежащие вершины тетраэдра ие 
симметричны относительно каких-либо плоскостей, также не симметричны 
противолежащие ребра; последние ортогональны относительно друг друга. 
Плоскостями симметрии тетраэдра являются три плоскости, проходящие 
через вершину $ и высоты основания. 

Свойства правильного тетраэдра — правильной треугольной пирамиды, 
все ребра которой равны, — были ранее рассмотрены; они во многом 
напсминают свойства правильного треугольника. 

3. После подробного рассмотрения правильного тетраэдра следует пе- 
рейти к следующему правильному многограннику. Если образовать из 
четырех правильных треугольников правильный четырехгранный угол, то 
учащиеся непосредственно убедятся, что, замкнув этот угол плоскостью, 
они получат правильную четырехугольную пирамилу, которая не является 
правильным многогранником, хотя все ребра ее и равны, и что много- 
гранные уг. ы такой пирамиды не одноименны: один из углов имеет четыре 
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грани, остальчые же четыре угла имеюг по три грени. Если же приложить 
к полученной таким посгроением пирамаде такую же четырехугольную пи- 
рамиду так, чтобы совпали основания обеих пирамид, а затем изъять оба 
основания, то получится многогранник, одинаково расположенный относи- 
тельно каждой из его шести вершин; это — правильный октаэдр (окто — 
восемь) или правильный восьмигранник (рис. 218). Он ограничен восемью 
гранями и имеет 12 ребер. Каждой верши- 
не, а слеловательно, и каждому четырех- 
гранному углу противолежит вершина и 
равный ему четырехгранный угол, каждому 
ребру противолежит 
ребро, ему парзллель- 
ное, и каждой грани — 
грзнь, ей параллельная. 

Интересно показзть 
связь между октаэдром 
и  тетраэдром. Так, 
если продолжить двз 
противолежание грани 
в одной — полозине 
октаэдра — в одной 
четырехугольной п рамиде, а затем две противолежащие грани, в дру- 
гой четырехугольной пирамиде, до взаимного пересечения граней, то 
получаемый таким гостроением пространственный образ есть тетраэдр 
(рис. 219). Для показа этой связи надлежи, использовать геометрический 
Ящик. 

4. Надо отметить, что разститию про транственных представлений спо- 
собствует решение вопроса о том, в каком порядке следует расположить 
на плоскости правильные треугольники, чтобы стороны их попазно сов- 
Падали и представляли собой развертку замкнутой пространственной 
фигуры. 

Так, например, тетраэдр образован четырьмя равными правильными 
треугольниками, и на плоскости можно расположить их согласно указан- 
ному выше условию лишь следующими тремя способами, как указано 
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Рис. 220 


А, 


Рис, 219. 


на рис. 220—1, 2, 3. Следует дать учащимся четыре правильных кар- 
тонных треугольника и прелложить составить развертку тетраэдра или 
его сетку (Ме. по выражению немецких методистов). Если такие вы- 
кройки разверток изготовлены учащимися из бумаги или картона, то, 
слегка надрезав развертку по об:цим сторонам, отмеченным на развертке 
пунктиром, учащиеся путем проб убеждаются, что только первые две 
(Ти 2) выкройки удовлетворяют условию и служат развертками тстраэдра. 
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Необходимо затем исследовать, почему третья выкройка не может слу- 
жить разверткой тетраэдра. Причина ясна: в этой выкройке в одной 
вершине „сходятся“ четыре треугольника, между тем у тетраэдра име- 
ются только трехгранные углы. 

Если такой же вопрос предложить относительно октаэдра, то из 
восьми его треугольников-граней можно составить не меньше тринадцати 
различных фигур; их изображения даны на рис. 221. Из указанных фигур 
только фигуры 6, 9 и 10 могут служить развертками октаэдра; фигуры 
1, 2, 3, 4, би 7Т приводятся для показа возможных расположений тре- 
угольников, не дающих разверток октаэдра. Фигуры 8, 11, 12 и 13 
также не могут служить развертками, так как в них пять треугольников 
сходятся в одной точке, у октаэдра же имеются лишь четырехгранные 
углы. 

Можно поступать и иначе, а именно — использовать готовый много- 
гранник, склеенный, положим, из картона; он разрезается по ребрам так, 
чтобы можно было получить развертку тела. Можно, например, разрезать 
поверхность тетраздра по трем ребрам, выходящим из одной вершины 


Рис. 221. 


ое 


или разрезать только по двум из них и ещз по одному ребру, которое 
с первыми двумя ребрами тетраэдра не образует треугольника, ибо в 
таком случае будет отрезана одна грань. Разрезать поверхность тетраэдра 
для получения развертки в ином порядке, кроме указанного выше, 
нельзя. 

Если исходить из тех же соображений, то для получения развертки 
правильного октаэдра следует разрезать его поверхность по четырем 
ребрам; при этом имеются только три возможности, соответствующие 
приведенным выше фигурам. 

5. Рассмотрим правильный многогранник, многогранные углы которого 
составлены из пяти правильных треугольннков. Сложив один такой пя- 
тигранный угол и провеля через основания треугольников плоскость, 
получим правильную пятиугольную пирамиду. Если составить еще одну 
такую же пирамиду и приложить ее к первой так, чтобы их основания 
совпали, то не получится правильного многогранника, так как в этом 
многограннике будут только два пятигранных угла, остальные же углы 
будут четырэхгранные. Чтобы получить правильный многогранник, нужно 
две пятиугольные пирамиды, удалив их основания, связать поясом из де.яти 
правильных треугольников так, чтобы пять из них совпали своими ос- 
нованиями с пятью сторонами основания одной пирамиды, другие пять — 
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со сторонами основания другой пирамиды (рис. 222). Такой многогран- 
ник, ограниченный двадцатью правильными треугольниками, называется 
правильным икосаэдром 
(икоси — двадцать} или 
правильным двадцати“ 
гранником В нем 30 
ребер — по 10 ребер 
у каждой из двух пи- 
рамид и 10 ребер у 
пояса, состоящего из 
10 треугольников. Под- 
счет числа ребер мож- 
но произвести и так: 
многогранник ограни- Рис. 222. 

чен двадцатью  тре- 

угольниками, следовательно, общее число их сторон равно 60, но каждая 
из сторон одного треугольника совпадает с одной из сторон другого 
треугольника, а потому общее число ребер многогранника равно 30. 


ге ВА КЕНАЯ СЕБЯ ЕЯ 


СНЕ ВСН 9 уз Вены 
РЕН ЧЕ: саР [Ро НА 5 


Сы Ня НЕ НЕ ЕВ © 
тре Бы На а 
И: 


Рис, 228. 


У этого многогранника 12 вершин, по 6 вершин у каждой пирамиды; 
подсчет может быть выполнен и так: у всех треугольников 20-3 = 60 
вершин, но каждые 5 вершин треугольников сливаются в одну, а потому 
У многогранника 12 вершин. 
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6. Исчерлав, таким образом, правильные многогранники, гранями кото“ 
рых могут служить правильные треугольники, переходят к рассмотрению 
таких многогранников, гранями которых могут служить правильные че- 
тырехугольники — квадраты. Нетрудно убедиться, что из правильных 
четырехугольников — квадратов можно составить многогранник только 
одного вида. Действительно, 4 квадрата, расположенные своими верши- 
нами вокруг одной точки, заполняют полностью всю область вокруг 
этой точки, а потому нельзя составить из 4 квадратов многогранный 
угол; однако, нельзя взять и меньше трех квадратов, и, следовательно, 
сушествует только один правильный многогранник, грани которого — 
квадраты. Рассуждения привели нас к образованию куба, или правильного 
гексаэдра (гекс — шесть), имеющего шесть граней, 12 ребер, 8 вершин. 

Интересно рассмотреть вопрос об образовании куба по его развертке 
или сетке. Как оказывается, из 6 квадратов можно составить 33 фигуры; 
они даны на рис. 228. Из этих 33 фигур только 11, а именно фигуры 
9, 10. 11, ', 13, 14, 28, 29, 30 и 32, могут служить развертками 

_ куба. Остальные фигуры по разным причинам не могут 

даль модели куба; некоторые, например, потому, что в 

^ одной точке схолятся вершины четырех квадратов, что 
ео не позволяет образовать многогранный угол. 

17} Можно поставить вопрос, из скольких отрезков, 

` <) равных стороне квадрата, составлена каждая из 33 

° фигур; подсчет дает, что только у одной из них 17 

‚ отрезков; у семи, у которых в одной точке сходятся по 

Рис. 224. четыре вершины квадратов, — по 18 отрезков, у осталь- 

ных 25 — по 19 отрезков. 

К четырем рассмотренным правильным многогранникам следует прни- 
соединить еще один, гранями которого служат правильные пятиуголь- 
ники. Это — правильный додекаэлр (додека — двенадцать) или правильный 
двенадцатигранник (рис. 224). Его развертка дана в стабильном учебнике. 


$ 46. Теорема Эйлера 


1. Учащимся напоминается, что многогранником называется тело, огра- 
ниченное со всех сторон плоскостями — гранями. 

Если все грани многогранника расположены только по одну сторону 
от любой его грани, то такой многотранник называется выпуклым. 
Рассматриваемые в элементарном курсе геометрии призмы и пирамиды 
являются выпуклыми многогранниками. 

Условимся о следующих обозначениях: число ребер многогранника 
обозначим русской буквой Р, число его вершин — буквой В, число его 
граней — буквой Г, число же плоских его углов — буквой У. 


Теорема. Во всяком мяогограннике число плоских углов вдвое 
больше числа его рзбез, У=2Р. 

На самом деле, каждая грань многогранника — многоугольник — имеет 
одинаковое число сторон, которые являются ребрами многогранника, и 
одинаковое Число углов, которые являются плоскими углами многогран- 
ника, но каждая сторона многоугольника — грани — является общей сто- 
роной — ребром — лвух смежных граней, а потому число ребер много- 
гранника вдвое меньше числа плоских углов, - 
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Зависимость между числом ребер Р, числом вершин В и числом гра- 
ней Г любого выпуклого многогранника определяется формулой: 
Р=В-- Г--2. Указанная зависимость установлена Э йлером. 

Формула указывает, что в любом выпуклом многограннике число 
его ребер на два меньше суммы числа его вершин и числа его 
граней. 

Заметим, что каждый многогранник можно себе представить состав- 
ленным из треугольных пирамид, имеющих общую вершину; для этого 
стоит только разбить диагоналями грани многогранника на треугольники, 
а затем соединить взятую произвольно внутри многогранника точку со 
всеми вершинами так полученных треугольников. 

Проверкой убеждаемся, что формула справедлива для тре гольной 
пирамиды, у которой Р=6, В=4 и Г=4. 

Действительно, Р=В--Г—2, или 6 —=4--4— 2. 

Для лучшего понимания рассуждений, приводимых при доказательстве 
этой теоремы, целесообразно иметь модель выпуклого многогранника, 
разбитого на треугольные пирамиды; это позволяет шаг за шагом сле- 
дить по модели, к каким результатам приволят 
отдельные выводы. 

Разобьем какой-либо многсгранник на тре- 
угольные пирамиды и приложим к одной из 
полученных треугольных пирамид еще одну тре- 
угольную пирамнду так, чтобы совпали соот- 
ветствующие равные их боковые грани. Обе 
эти грани при этом окажутся „внутри“ мно- 
гогранника, а потому у тела, составленного из 
двух треугольных пирамид, число ребер увели- 
чится не на шесть, а лишь на три, так как 
три ребра втор Й пирамиды совпадут с тремя Г.) 
ребрами первой; также и число вершин будет Рис. 225. 
болыне лишь на одну, так как из четырех 
вершин второй пирамиды три вершзны совпадут с тремя вершинамн 
первой; число же граней увеличится лишь на две (рис. 225): прибави- 
лось три грани, четвертая грань второй пирамиды и одиа из граней 
первой пирамиды остались внутри тела, и они, таким образом, не вклю- 
ча'отся в счет, так как не являются гранями, ограничивающими вновь 
полученное тело. 

Итак, в равенстве Р = В + Г — 2 левая часть увеличится на 3, пра- 
вая та же увеличится на 1--2; убеждаемся, что равенство не нару- 
шено, оно справедливо и для данного случая. 

Если затем приложить к телу, составленному из двух треугольных 
итрамид, еще третью треугольную пирамиду так, чтобы соответствующие 
равные боковыз грани совпали, то число ребер увеличится на три, число 
вершин —— на одну и число граней — на две, и равенство Р—=В-ЕГ—2 
останется также в силе. Следует обратить внимание на то, что в том 
случае, когда основания двух приложенных друг к другу треугольных 
пирамид расположены в одной плоскости, число граней уменышится на 
единицу, на единицу же уменьшится число ребер, таким образом, и 
в данном случае равенство Р = В + Г— 2 не нарушигся. 

Продолжая рассуждения дальше, мы придем, наконец, к последней 
из пирамид, на которые разбит многогранник. Если приложить последнюю 
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треугольную пирамиду,  восстанавливающую многогранник, который 
был разбит на треугольные пирамиды, то число граней с присоединением 
этой пирамиды уменьшится на две, три из прежних граней, оказавшиеся 
внутри тела, уже не учитываются, число вершин уменьшится на одну — 
общая вершина всех четырех пирамид находится теперь внутри тела, 
и число ребер уменышится на три, так как три ребра, исходящие из об- 
щей вершины пирамид и оказавшиеся внутрн тела, уже не учитываются. 
Равенство Р= В --Г— 2 справедливо. 

Следовательно, формула верна для любого выпуклого многогранника. 

Надо указать, что еще до Эйлера (1707—1783) с этой теоремой, 
повидимому, был знаком Декарт (1593 — 1662) и что, возможно, о 
ней знал и Архимед, в связи с предполагаемым его утверждением, что 
существует всего пять правильных многогранников. 

2. Формула Эйлера позволяет решить такого рода вопросы: существуют 
лн многогранники, все грани которых — одноименные многоугольники 
и все многогранные углы которых одноименны? Пусть многогранник 
ограничен только п-гранными углами, т. е. из каждой вершины вы- 
ходит п ребер, Кажлое ребро принадлежит двум граням и каждая грань — 
т-угольник — имеет т реб.р, следовательно, 


т.Г==2Р и п.В=?3Р, 


“а потому по формуле Эйлера нмеем: 


ИЛИ 


Из последнего равенства следует, что 
2.2 
п Ри>?Ьь 


пит не могут быть меньше 3, а потому 


2 1 2 1 
> и > з, откуда т< би п< 6. 


й 


2.2 
В самом деле, из неравенства --|-„.>>1 последовательно имеем: 
2т-- 21 > тп, откуда т(п— 2) < 21. 


Из этого неравенства следует, что при наименышем значении я = $ 
имеем: 7 (3—2) < 2.3 или т 6, т. е. наибольшее значение для т 
меньше 6, так что т может принимать значения, равные 3, 4, 5. 

Точно так же при наименьшем значении 1 —3 имеем 3 (п — 2) <2л, 
или 3 —6<2л, или п<б, т, е. наибольшее значение для п при за- 
данном условии меньше 6, а потому и может принимать значения, рав- 
ные 3, 4, 5. 

Итак, 1 и п могут быть равными только 3, 4 или 5. 
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На основании этого можно составить следующую таблицу: 


т п Р В Название многогранника 


тетраэдр, или четырехгранник 


© 
$) 
Г 
= 
= 


3 | 4 | 12 6 8 октаэдр, или восьмигранник 

3 | 5 | 30 12 20 | икосаэдр, или двадцатигранник 

4 | 3 | 12 8. 6 гексаздр, или шестигранник 

5 3 30 20 12 додекаэдр, или двенадцатигран- 
ОИ ЗОО ОАО И О ОИ 


Этими многогранниками исчерпываются все возможные выпуклые 
многогранники с одноименными гранями и одноименными многогранными 
углами. 

3. Следует отметить, что указать учащимся на существование опреде-- 
ленной зависимости между числом ребер, числом вершин и числом гра- 
ней выпуклого многогранника необходимо; умение же доказать теорему 
Эйлера, конучно, не является для них обязательным. Знание свойства 
суммы плоских углов при вершине выпуклого многогранного угла, кото- 
рая меньше 44, позволяет затем перейти к правильным многогранникам,. 
т. е, к таким многогранникам, все грани которых — правильные одно- 
именные равные многоугольники и все многогранные углы которых — 
правильные и равные многогранные углы. 

Условию сумма плоских углов многогранного угла 
меньше 44 удовлетворяют: 

1) три, четыре и пять правильных треугольников, 
для которых сумма плоских углов при вершине меньше 360° и соот- 
ветственно равна 3.60° —= 1805; 4.60° —=240° и 5.605 —=300°; из шести, 
семи и Т. д. правильных треугольников нельзя образовать правильный 
многогранный угол; 

2) три правильных четырехугольника, так как сумма их. 
плоских углов при вершине равна 3.90° == 2709, т. е. меныше 3609; из- 
четырех, пяти и т. д. правильных четырехугольников нельзя образовать. 
многогранный угол; 

3) три правильных пятиугольника, так как сумма их пло- 
ских углов при вершине равна 3.108° —= 3245, т. е. меньше 44; из че- 
тырех или более правильных пятиугольииков нельзя образовать правиль- 
ный многогранный угол. 

Также нельзя образовать правильный многогранник из правильных 
многоугольников, число сторон которых равно 6 и больше. 

Число ребер, вершин и граней правильных выпуклых многогранни- 
ков определяется по формуле Эйлера. 


Задача. Найти число -ребер, вершин и граней многогранника, каждый 
многогранный угол которого образован тремя правильными треугольниками. 
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Число плоских углов многогранника вдвое больше числа его ребер, У= 2Р 


<ледовательно, Р= 5: но число плоских углов многогранника втрое больше 


У 
числа его вершин, У = 38, а потому В = ;. Наконец, число плоских углов ми:о- 


в У 
гогранника втрое больше числа его граней, У = 3Г, а потому Г=-. 


Подставляя полученные для Р, В и Г значения, выраженные через У, в фор- 
У 


мулу Эйлера, имеем: 5 = + —2 и находим, что У-=12, а потому Р—6, 


В=4и Г=А4. (1) 
Итак, правильный многогранник, каждый многогранный угот ксторого 
трэхгранный, обрэзуемый празильными треугольниками, имеет четыре :рани; тё- 
кой многогранник, как известно, называется правилькым четы рех: ран- 
ником, или правильным тетраэдром. 
Если кажпый многогранный угол многогранника обзазовгн четырьмя пга- 
виьными четырехугольниками, то У=2Р; У=4В; У—=ЗГ; соглино 


А 
формуле Эйлера имеем: =; = 4 + 3 —2, откуда У==2% а потому Р =12; В=6 
ин Г=8. (2 
Это —- правильный восьмигранник, или правильный октаздр. 
Если каждый миогогранный угол многогранника образо ан пятьто пра- 
звильными треугольниками, то У=?Р, У —=5В и У=ЗГ; согласно фор- 
У 


А 
муле Эйлера: И откуда У=60, а плому Р=30, В=12 и 
Г=20. (3) 
Это — правильный двадцатиграиник, или правильный ико- 
саэдр. 
Если каждый многогранный угол многограннима образован тремя пра- 
вильными четы рехугольниками, то У= 2Р, У=3ЗВи У=4Г, и согласно 


Уи, откуда У=24иР-—12, В=8 н Г-=6. (4) 


Это — правильный шестиграннник —куб, или правильный 
гексаэдр. 

Если каждый мнсгогранный угол многсгранника образован тремя правиль- 
ными пяти угольниками, то У=2Р, У—=зВ и У=5Г; согласно формуле 


ууу 
Эйлера: = +5 —2, откуда У-60 и Р-=20, В=20 и Г=:12. (5) 


Это правильный двенадцатигранник, или правильный 
додекаэдр. 


формуле Эйлера; 


4. При рассмотрении правильных многогранников необходимо исполь- 
зовать каркасные модели правильных многогранников; без показа моделей 
учащимся трудно представить себе четко эти тела, особенно двенадцати- 
и двадцатигранники. 

В результате разбора образования правильных многогранников уча- 
щиеся должны иметь четкое представление о том, что в каждом пра- 
вильном многограннике, кроме двугранных углов, могут быть только одно- 
именные многогранные углы; так, в правильном тетраэдре, каки в 
гексаэдре и додекаэлре, кроме двугранных углов, имеются только трех- 
гранные углы; в октаэдре, кроме двугранных углов, имеются только 
четырехгранные углы, трехгранных углов в нем нет; в икосаэдре, кроме 
двугранных углов, имеются только правильные пятигранные углы, в нем 
нет ни правильных трехгранных, ни правильных четырехгранных углов. 


$ 47. Построение изображезлий правильных многогранников. 


1. Указания, как следует выполнять построение правильных тетраэдра, 
гексаэдра и октаэдра, были уже даны. Приводим ниже, как еще можно 
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построить правильный октаэдр. Если построить три попарно взаимно 
перпендикулярные прямые, пересекающиеся в одной точке, в точке О 
(рис. 226), отложить от точки О по обе стороны от нее равные отрезки 
и соединить концы этих отрезков, то получится правильный октаэдр. 
Прямые АД, и ВВ, взяты на рисунке в плоскости чертежа, а прямая 
СС, проведена перпендикулярно к плоскости, определяемой прямыми АА, 
и ВВ,, поэтому она уменьшена вдвое, так как 
К =1:2, и образует при угле сокращения 
2—=45° с прямою АА, угол в 45°. Все ребра 
октаэдра равны как гнпотенузы равных пря- 
моугольных треугольников, а потому все гра- 
ни — правильные треугольники. 

2. Построение правильных двадцатигранника 
и двенадцатигранника более сложно, а потому 
особо останавливаться на этом с учащимися в 
классе не следует; похаз и выполнение такого 
построения можно отнести к кр жковой ра- Рис. 226. 
боте. 

3. При построении правильного двадцатигранника по данному его ребру 
а полезно предварительно рассмотреть готовый чертеж или еще лучше 
каркасную модель двадцатигранника. Подробный разбор должен показать, 
что каждая вершина двадцатигранника вершина правильного пятигран- 
ного угла. Если мысленно провести плоскость через концы ребер, выхо- 
дящих из одной вершины, то она отсечет от двадцатигранника правиль- 
ную пятиугольную пирамиду, все рэбра которой равны (рис. 227а); 
высота такой пирамиды 50, есть катет прямоугольного треугольника 
5АО., гипотенуза которого $А равна а, ребру двадцатигранника, а ка- 
тет АО, — радиусу описанной около пятиугольника основання окружно- 


= 


© 
5. 


ы ив 
Рис. 227а. Рис. 2216. 


сти. Следовательно, построив правильный пятиугольник по данной ео 
стороне (рис. 2276; см. ч. 1 и найдя радиус описанной около него 
окружности, найдем построением отрезок $0}, катет прямоуголь- 
ного треугольника, гипстенуза которого = а, и другой катет —=Ю. Из 
рисунка видно, что 50. — а,— стороне правильного вписанного десяти- 
угольника. Расстояние между плоскостями пятиугольников АВСРЕ и 
А,8В,С.Б.Е,— перпендикуляр ВМ№ — находится из прямоугольного тре. 
угольника ВМЕ, по гипотенузе ВЕ ‚= а и катету №Е,, равному стороне 
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правильного вписанного десятиугольника. Из первоначального рассмо- 
трения правильного двадцатигранника и модели его видно, что плоскости 
пятнугольников АВСОЕ и 4,8В,С.0,Е, параллельны, и высоты обенх 
пирамид, проходящие через центры оснований, лежат на одной прямой, 
соединяющей противолежащие вершины пирамнд ЗАВСОЕ и 5, 4.8, С. О.Е. 

Окружности, описанные около каждого из пятиугольников * оснований 
пирамид, равны, а потому точка В, вершина пятнугольника, проекти- 
руется на окружность, описанную около пятиугольника 4,8,С.О.Е;. От- 
резки ВЕ, и ВО, — равные на‘лонные, следовательно, равны и их про- 
екции, №Ё —=мМО, и, таким образом, МЕ. -= МР, = а, ,— стороне пра- 
вильного вписанного десятиугольника; ВМ — катет прямоугольного тре- 
угольника, гипотенуза которого равна а;, а другой катет 45. Из ри- 
сунка видно, что ВМ=0О,О, =АЮ —рэдиусу описанной около правиль- 
ного пятиугольннка окружности. Итак, можно построить отрезок $0, 
и отрезок ВМ№, равный О ‚О, следовательно, можио построить и сумму 
этих отрезков — отрезок 50, так как $О,-|-В\№=50,-- 0,0, ==50,. 

Что касается отрезка О,5,, равного высоте пятиугольной пирамиды 
5. 4,В,С, О. Е\, то он равен высоте 50; пятиугольной пирамиды $АВСОЕ, 
0.5 = 3501; сумма же отрезков 50, 0:0, и 0,5, дает длину оси 5$, 
правильного двадцатигранника. Осями многогранника являются также 
прямые АД,, ВВ,, СС., ОБ, и ЕЕ,. Построив правильную пятиуголь- 
ную пирамиду $АВСОЕ, ее высоту $0, и продолжив эту высоту $0, 
на расстояние, равное О,О,-- 0,5, находим отрезок 55, затем нахо. 
дим его середину О, проводим из вершин А, В, С, Ри Е через точку 
О прямые и отмечаем на них точки Ау, В), С, Р; и Е;; эти точки, 
симметричные точкам А, В, С, р и Е, служат вершинами пятиугольника 
А,В,С,О,Е.— основания пирамиды, вершиной которой является точка $.. 
Соединив, наконец, вершины оснований двух пятиугсльных пирамид 
в последовательном порядке, а именно: точку А с точками С, и О, 

Вер иЕ,, СсЕ ид, ОсА, и В, и точку Е с точками В) и 
С, получим искомое изображение правильного двадцатигранника, 

Задача, таким образом, сводится к построе ию правильной пяти- 
угольной пирамиды, все ребра которой равны а. Предварительно 
строим ее основание (рис. 2276), а затем отрезок АА., равный $0 — 
высоте пирамиды, и отрезок АМ, равный ОО, — расстоянию между 
параллельными сечениями. Точка О одинаково удалена от всех вершин 
правильного двадцатигранника, и это расстояние О$=$0,-- ОО; == 


И 5— 
а Ю == = 5—1 ы = Куз ‚ где Ю-- радиус окружности, опи- 
санной около правильного пятиугольника со стороной а И 10—2 И5 
(ч. 1, стр. 274), откуда =, а потому 


И !0—2/5 


__ 24/5 _ _аУЗУ 10-425 _ а/10+2У5, 
2Ию—у5 У80 4 
Двадцатигранник может быть разбит на д‘адцать равных правильных 
треугольных пирамид с общим центром в точке О и со стороной осно- 
вания, равной а. Высота такой пирамилы вычисляется обычным путем. 
Возьмем, например, пирамиду ОВС$. Строим ее изображение, при этом 
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05= 


расположим основание так, чгобы высота его 5М была параллельна 
вертикальной плоскости чертежа, тогда ребро О5$ вычерчиваелся в дей- 
ствительную величину. 

Расстояние ОМ от центра до грани находится из треугольника ОМ$, 


` 


Е из 
$м=3 $М = 2 . Е = ай ; следовательно, 


ИУ 
де 5 УЗ ЕН 


ОМ— И "аРУ5 в т БИ 90 | еле 
73 


Последнее преобразование основано на преобразовании сложного ра- 
дикала по формуле: 


— А-+т А—т 
ИАРУВ-И У" 5", тв "ИВ. 


4. Более сложно выполняется построение изображения правильного две- 
надцатигранника по данному его ребру а. Следует предварительно рассмо- 
треть каркасную модель или готовый чертеж двенадцатигранника н обра- 
тить внимание на два пятиуголь- 
ника, АВС.СО, и АВВ,ОА,, 
имеющих общую сторону АВ 
(рис. 228а). Если провести в 
них диагонали 102.С, и А.В., 
параллельные стороне АВ (в 
правильном пятиугольнике 
меньшая диагональ параллельна 
стороне его), а в смежных с 
ними пятиугольниках ВС,ЕЕВ, 


а 


Рис. 228а. Рис. 2286. 


и АА,НСО, диагонали В.С, и А,О.,, то получится четырехуголь- 
ник, у которого все стороны равны и противолежащие стороны парал- 
лельны, т. е. ромб. Если затем соединить вершину В (рис. 228а) 
с серединой К диагонали В.С, и вершину А с серединой К, диагонали 
А.О. то ВК] В.С, и АК. ТА, О,, ибо треугольники В,ВС, и А,АБ,— 
равнобедренные и равные треугольники. Проведем еще АМ, и ВМ 
перпендикулярно к плоскости четырехугольника А,В,С,О.,, тогда МС.— 
—МВ,, а потому МК | В.С, и Мк, ГА.О,, и, следовательно, КК., 
средияя линия А.В,С,Р,, перпендикулярна к сторонам 4,0, и В.С., 
а потому четырехугольник А,В,С.О, — квадрат. Также и четырехуголь- 
мики В,С,С.В., А4В.С,О,, А.0.0,А,, 2:С,С,0, и А. В, В, А, — квадраты, 
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а потому 4,В,С,0.А,В,С.О, —куб. На каждой грани куба (вне его) 
построена непараллельно усеченная треугольная призма в виде крыши 
(рис. 2286). 

Следует заметить, что каждое ребро рассмотренного куба равно 
диагонали О.С, правильного пятиугольниха, отрезок МК = М.К, == 


= =(0.С, — а), а погому высота ВМ — катет прямоугольного треуголь- 


2 < 
вика ВИК, который может быть построен по гипотенузе ВК и каге:у 
мк— 98 —9 (рис. 2286). 


Вычислим ребро куба; оно равно диагонали 02,С, правильного пяти- 
угольника, т..е. 2асоз 369. Вычислим также высоту ВМ =, которая, 
как увидим, равна половине длины ребра двадцатигранника. Высоту 
24 с0536°— а 

2 
тенуза ВК определяется из треугольника ВКВ., а именно: ВК = аз 369; 
наконец, имеем: 


ВМ=А находим из треугольника ВМК, Катет МК = ‚ гипо- 


12—02 51236°— 4. (20$ 36° — 1) = 
==. (45078 6°— 45052362 -- 40536°— 1) = 
— 1 [4102 369— с05? 36°) — 4 (1—с0$ 36°) -|- 3] = 


— 9 (8—4 51 189— 8 512189), 


`Но эт 1—1 (ИБ-1), а потому 
в=т[3—И51- 16—25) = 
= 8-ИУб-1—3--И5)=2 


а 
и И—5. т. е высота й равна половине длины ребра мно:огранника. 


После этого построение может быть выполнено в следующем порядке. 
Строим куб, ребро которого равно диагонали правильного пятиугольника 
со стороной а, т. е. 2асоз 36°=0),С.. Затем проводим среднюю линию 
КК: верхней грани А,В.С,), куба и откладываем на ней от точек К 

Р.С. —а 
и К, огрезки КМ и К,М,, каждый из которых равен ——, строим 
а 
отрезки МВ и МА перпендикулярно к КА, при этом МВ = М, А =>, 


и получаем ребро АВ многогранника и ребра ВС,, ВВ», АА, и АО,; 
Такое же построение проводим на нижней грани куба и на всех осталь- 
ных боковых его гранях. 

Достаточно построить непараллельно усеченные треугольные призмы, 
положим, на правой и на передней гранях, а затем уже строить точки, 
симметричные относительно центра куба О. Следует при построении изо- 
бражения иметь в виду, что отрезки № = М№МЁ. сокращаются в отноше- 
нии 1:2, отрезки №Е = МЕ берутся в действительную их величину, 


равную 5; отрезки К,/М, = А.М. берутся также в действительную вели- 
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чнну, отрезки же М.Б и М.Г сокращаются в отношении 1:2, каждый 


из отрезков М.О и М1 на рисунке равен 4. 

5. Следует рассмотреть с учащимися развертки правильных многогран- 
ннков; развертки даны в стабильном учебнике. Можно предложить уча- 
щимся и самим сделать из плотной бумагн „выкройки“ правильных много- 
гранников, а затем склеить некоторые из них. 

Расстояние точки О от всех вершин двенадцатигранника равно поло- 
вине диагонали куба, ребро которого служит диагональю правильного 
пятиугольника со стороной а. Ребро это вычисляется из равнобедрен- 
ного треугольника А,ОВ,, в котором А.Р = ОВ, =аи Д А.ОВ, == 
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=—5 = 1089; ребро куба равно За зп 549 или 2а со. 36°, следовательно, 


диагональ куба равна 2а И 3 соз 36°, а половина этой диагонали равна 
аУ Зсоз 36°. 

Что касается расстояния точки О от грани двадцатигранника, то оно 
равно высоте правильной пятиугольной пирамиды, сторона основания 
которой а, а боковое ребро аУ Зсоз 36°. Радиус описанной около пра- 
вильного пятиугольника окружности получается из равенства а =2АЮ 511189, 


Ша 
2 зп 18° ? 


Н = И“ И3соз 36°) — (шт ып в) ыы сз? 36° — — 4 зи 18° я ве 


у! 2 с052369 $12188 — 


откуда Ю== `а потому высота пирамиды 
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Вычисление двугранных углов правильных многогранников, как и 
вообще все вычисления с помощью триговометрии, могут быть отнесе ‚ы 
к урокам тригонометрии. 

6. Можно доказать, что внутри каждого из пяти правильных много- 
гранников имеется Точка, равно удаленная как от всех его вершин, 
так и от всех его граней; точка эта называется центром иправиль- 
ного многогранника. 

Действительно, если провести в правильном многограннике перпенди- 
куляры к двум смежным его граням через их середины, то эти перпенди- 
куляры лежат в плоскости линейного угла двугранного угла, образуемого 
этими двумя гранями, и пересекаются в одной точке. Пусть это будет 
точка О; эта точка отстоит на одно и то же расстояние от всех вершин 
взятых двух граней, а также на одно и то же расстояние от плоскостей 
граней, в чем можно убедиться из равенства соответственных треуголь- 
ников. Если соединить точку О с серединой третьей смежной грани, то 
на основании равенства соответственных треугольников обнаружится, что 
полученный отрезок перпендикулярен и к этой третьей грани и точка О 
отстоит от вершин этой третьей грани на такое же расстсяние, как и 
от вершин двух первых граней, ит. д. 

Следует сопоставить свойство центра правильных многогранников 
со свойством центра правильных“ многоугольников. 

Заметим, что любой отрезок, концы которого лежат на поверхности 
правильного многогранника и который при зтом проходит через центр 
многогранника, делится в Центре пополам и казывается диаметром пра- 
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вильного многогранника. Диаметры, концами которых служат вершины 
противолежащих углов или центры противолежаших граней или ребер, 
называются осями правильного миогогранника. 

Надо обратить внимание на три взаимно перпендикуляриые оси 
правильных многогранников; они носят название главных осей. 

В тетраэдре главные оси проходят через середины противолежа- 
щих ребер. 

В гексаэдре, или кубе, главные оси проходят через центры про- 
тиволежащих гранзй, или через противолежащие вершины, 

В октаэдре главные оси проходят через противолежащие вер- 
шины. 

В додэкаэдре и икосаэдре главные оси проходят через середины 
трех пар противолежащих параллельных ребер. 

7. Остановимся на таблице, в которой приведены данные о числе 
ребер, вершин и граней правильных многогранников. 

Анализ этой таблицы показы- 
вает, что у гексаэдра и октаэдра 
одно и то же число ребер, но у 
гексаэдра столько вершин, сколько 
у октаздра граней, и, наоборот, у 
тетраэдр 6 4 4 гексаэдра столько граней, сколько 
У октаэдра вершин; аналогичное 
соотношение имеет место у доде- 
каэдра и икосаэдра. Если центры 
граней октаэдра принять за вер- 
октаздр 12 6 8 шины другого многогранника, то 

| последний будет кубом. Такие два 
многогранника называются „взанм- 


Многогранники Р В Г 


гексаэдр 12 8 6 


< 
и“ 


кодеказдр 30120 | 12 ными“. Взаимными будут также 
ы. < додекаэдр и икосаэдр. Что же 
икосаздр 0 | 12| “20 касается тетраэдра, то он сам 


себе взаимен: центры его граней 
служат вершинами другого тет- 
раэдра. 

8. При проработке темы „правильные многогранники“ следует ограничи- 
ваться в классе лишь определением понятия о правильном многограннике, 
разбором, какие имеются правильные многогранники, какие фигуры 
являются их гранями, а также построением простейших правильных много- 
гранников —— тетраэдра, гексаэдра и октаэдра. 

Все то, что относится к расширению и углублению темы, может быть 
отнесено на проработку в кружках с более сильными учащимися или 
‘может быть дано как тема для ученических рефератов. Наиболее четко 
выполненные учащимися чертежи должны вывешиваться в классе; эти 
Чертежи должны помочь учащимся разобраться, как надо выполнять по- 
«строение правильных многогранников. ^ 

В качестве самостоятельных упражнений можно предложить учащимся 
1} вычертить взаимно правильные многогранники, гексаэдр и октаэдр, 
2) вычислить площадь граней многогранников, 3) вычислить расстояние 
от центра многогранника до его вершины и до его граней, 4} проверить 
теорему Эйлера на знакомых им многогранниках: призмах, пирамидах 
и т. д. 
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Задачи и вопросы. 


1. Ребро куба — а. Центры граней куба служат вершинами другого много- 
гранника. Какой вид этого многогранника и чему равно его ребро? 

2. Ребро правильного октаздра равно а. Центры граней октаэдра служат вер- 
шинами другого многогранника. Какой вид этого многбгранника и чему равно 
его ребро? 

3. В правильном додекаэдрз найти расстояиие 
его центра от вершин и от граней. 

4. Центры граней правильного тетраэдра слу- 
жат вершинами другого многогранника. Какой 
вид этого многогранника и чему равно его ребро, 
если известно, что ребро данного тетраэдра 
равно а? 

5. Вычислить угол, образуемый высотой пра- 
вильного тетраэдра с ребром тетраэдра. 

6. На рис. 229 дано изображение прострап- 
ственной фигуры, составленной из семи кубов. 
Почему такая фигура не может быть названа пра- 
вильной? Сколько Квадратов ограничивают ее по- 
верхность? Сколько ребер у фигуры? Сколько 
вершин или трехгранных углов у этой фигуры? 

7. Все правильные многограниики с одина- 
ковым числом граней подобны. Доказать. 

8. В правильном тетраэдре попарно соединены середины всех его шести ре= 
бер. Какое при этом получится тело? 


Указания к задачам и вопросам. 


1. Проектируя ребро построенного миогогранника (рис. 230) на плоскость, 
проходящую через центры боковых граней куба, находим, что проекции их равны, 
следовательно, равны и ребра многогранника. Тело, полученное указаниым в усло- 
вни задачи построением, — правильный октаэдр. Из треугольника $ОА, где 


а а . _ а и? 
50=5 иА0=-, имеем: 4$ = - 
Рис. 230, Рас. 231. 
" а У2.2 
2. Ребро вписанного в правильный октаэдр куба (рис. 231) равно —3-= 
ау2 
=-—5 где а — ребро октаздра. . 
3. Решение данной задачи аналогично уже приведеиному решению этого 
а ИЗ = 
зопроса для двадцатигранника. Расстояние центра от вершины равно 4 У5 +1, 


5+ ПУ 


о а 
расстояние центра от граней равно Зи С . 


43 Геометрия, ч. И. 193 


4. Вписанный в тетраэдр указанным в условии задачи построением много- 
а 
гранник является также правильным тетраэдром, ребро которого равно >. 


5. Угол между высотой тетраэдра и его ребром, выходящим из той же вер- 
шины, что и высота, определяется из прямоугольного треугольника, катет кото- 


УЗ, _УЗ 


= 
„—‘:@а = -_- и, следовательно, 
3 3 
| а —= агс эт Уз 

= 5. 


и гипотенуза а; па = 


а 
рого 


Угол между высотой тетраэдра и ребром его основания равен 90°, так как 
высота и ребро ортогональны, 

6. Фигура неправильная, так как не все ее трехгранные углы равны: одни 
трехгранные углы являются входящими — их 8, другие выходящими — их 24; 
одни двугранные углы содержат 90°, другие 270°. 
Фигура не выпуклая. 

Фигура имеет 30 граней: у семи кубов 42 гра- 
ни, у внутреннего куба 6 граней лежат внутри 
фигуры, и у каждого из остальных шести кубов 
наружными являются только 5 граней. Фигура 
имеет 60 ребер, из них 12 входящих, и 32 вершины, 

7. Грани подобны, а потому плоские углы 
все равны, значит, равны и все многогранные 
углы. 

8. Все ребра тела, полученного указанным в 
задаче построением, равны, и каждое из них 
равно половине ребра данного тетраэдра (рис. 232). 
Тело представляет собой две правильные четы- 
рехугольные пирамиды, приложенные друг к 
другу своими равными сснованиями, например 

Рие. 232. АВьВ, Су или А, ВСС, ИЛИ А:АС.Сь каждое из 

которых — квадрат. Прямые А.С», АзВ: и В.С, — 

диагонали или оси полученного правильного восьмигранника или 

октаэдра, а квадраты 45В,В4С А. ВьС.С: и А АзС.С, — диагональные сечения 

или плоскости симметрии; длины диагоналей являются в то же время кратчай- 

шими расстояниями между соответственными скрещивающимися ребрами данного 
тетраэдра. 


ГЛАВА ГХ. 
ПОВЕРХНОСТИ МНОГОГРАННИКОВ. 


$ 48. Поверхнссти призм. Задачи. 


1. Вычисление поверхностей прямых и правильных призм, выполняе. 
мое па основании известных формул для вычисления площадей много- 
угольников, не представляет для учащихся каких-либо затруднений; вычи- 
сляется площадь отдельных граней многогранника — призмы, затем берется 
сумма этих площадей, и таким образом находится боковая или полная 
поверхность многогранника. Так же поступают, когда надо найти боко- 
вую поверхность наклонной призмы; отсюда теорема: 

Боковая поверхность наклонной призмы равна произведению 
периметра перпендикулярного поперечного сечения на ребро приз- 
МЫ, 56 к==Р|-Ё Где вк означает боковую поверхность, Р,; — пери- 
метр перпендикулярного сечения и Г — ребро призмы. 

Полезно, чтобы учащиеся, пользуясь моделью наклонной призмы 
< поперечным сечением, вычертили развертку боковой поверхности какой- 
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либо наклонной призмы; правильно выполненная работа должна показать 
им, что в развертке периметр поперечного сечения изображается прямой 
линией, перпендикулярной к ребрам призмы (рис. 124 стаб. учебн.). 


Пример практической задачи на вычисление боковой поверхности наклон- 
ной призмы. . 

В химической лаборатории вытяжной шкап имеет деревянную вытяжную 
трубу в форме наклонной четырехугольной призмы. Вычислить площадь внутрен- 
ней поверхности вытяжной трубы, которую требуется покрыть свинцом. 

Вытяжная труба — наклонная призма, основания ‹е АРДА, и ВСС, В, — пря- 
моугольники (рис. 33а); две ее боковые грани, АБСВ и 4.В.С.О,,— прямоуголь- 
ники, а две другие грани, АВВ. А, и ОСС, Оу, — параллелогр. мы. Пусть длина 
трубы АВ равна / лин. ед, размеры Аб =а= АА, и Д А, АВ==а = 60°. Если на 
рисунке грани—параллелограмы—начерчены параллельно вертикальной плоскости 
чертежа, то тем самым дана без сокращения действительная величина сторон этих 
граней и угла о; понятно, что линейные размеры отрезков взяты в определен- 
ном масштабе. 

Поперечное сечение АРММ, перпендикулярное к ребру АВ призмы, пернен- 
дикулярно и ко всем ребрам призмы. ° 


Если вычертить развертку внутренкей поверхности вытяжной трубы 
(рис. 2336), то 


С, 


| 


| 
р 
| 
| 


| | 
' 


| 


Рис. 233а. Рис. 23`6. 


1) грань АВСР — прямоугольник, его размеры АВ =РС-=1, АБ = АА, = а; 
на чертеже отрезок А!) сокращен в отношении 1:2; 

2) грань РСС: 7, — параллелограм со сторонои Ро==Ри СС; =а и углом 
р.0С = 69°; 

3) граяь О.С1В\А, — прямоугольник тех же размеров, что и грань АВСС; 

4) грань 4,8: ВА — параллелограм тех же размеров, что и грань ДссСо. 
Если отложить на стороне АР отрезок, равный АК, и провести прямую КЕММК, 
перпендикулярную к ребру АВ, то эта прямая — след сечения КЁЕММ наклонной 
призмы, и, так как это сечение — прямоугольник, то двугранные углы, образуе- 
мые гранями призмы, — прямые. 

Развертка АВСС.В.ВАЛ,0:О четырехугольиой наклонной призмы — невы- 
пуклый десятиугольник. Если провести в развертке прямые РА и СРВ, то полу- 
ченный десятиугольник развертки равновелик прямоугольнику АВВА (равносо- 
ставленные фигуры), так как трэпеции СС,В,В и ОБ; А: А равны, а потому пло- 
щадь развертки равна ВВ-АВ, или КК+АВ, или, наконец, Ру -1. Итак, 


Зв = КЕ ЕМУ-- ММА МКАНАКЕ [М - ММ МК). =Р\} -1. 
Вычислив стороны прямоугольника сечения КЁММ, находим Р, и боковую 
(внутреннюю) поверхность призмы. 


—_—_—_ а? а — 
№ = М.В == Ув“ — м8? = У= =-яч=э УЗ, 
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1 ВВ, а, как катет, лежащий против угла в 30°. 


Итак, Р.=2а-+-аУ$ =а(2?-+ 73) и 96ок =а/(2+ 73) кв. ед. 
Если дан угол а, не равный 60°, то МВ =азта и Р, =2а- 2а паи 


так как №8, = 


$бок —=2а/(1 + Япа) = 4а/ со (45> — =) кв. ед. 


Следует заметить, что слово „поверхность“ имеет двоякий смысл; 
поверхность ес1ь граница тела или поверхность есть сумма площадей 
всех граней многогранника или вообще какого-либо тела, Некоторые ав- 
торы, имея в виду поверхность во втором указанном выше смысле, гово- 
рят: „площадь поверхности“ тела; считаем этот термин удачным, все же 
для краткости будем пользоваться только одним словом: поверхность. 

Следует подчеркнуть, что боковая поверхность прямой призмы и пра- 
вильной призмы вычисляется также по формуле, выведенной для вычис- 
ления боковой поверхности наклонной призмы; при этом основание пря- 
мой призмы одинаково с ее поперечным перпендикулярным сечением. 

2. Примеры задач на вычисление поверхностей призм и запись реше- 
ния этих задач. 


1) Диагональ правильной четырехугольной призмы равна 4. Боковая 
поверхность равна 712, Най!и высоту призмы. 


Изображение призмы желательно дать 
таковым, чтобы диагональное сечение призмы 
было параллельно вертикальной плоскости 
чертежа, так как при этом условии диагональ 
призмы не искажается и дается на рисунке 
при соблюдении принятого масштаба в дей- 
ствительную величину. 

Нелишне указать учащимся, что при 
решении данной задачи целесообразно обо- 
значить площадь боковой поверхности приз- 
мы квадрэтом какого-нибудь чи‹ла, обозна- 
чить, например, через 2?, подчеркивая тем 
самым размериость заданной величины. Это 
позволяет, решая задачу в общем виде, про- 

Рис. 234. верять правильность выкладок; так, если ле- 

вая и правая части записанных равенств не 

одного и того же измерения, то очевидно, что записанные равенства не 
верны и что необходимо поэтому проверить уже выполненное решение. 

Построив, согласно сделанному указанию, призму и обозначив диа- 
гональ ее через 4, высоту призмы или боковое ребро через й и сторону 
основания через а (рис. 234), имеем: 


12 


$вок —=4а.й или т?==4а.й, откуда =. 
Как видно, задача. сводится к нахождению а. Из треугольника АСС, 


42 — 2 
имеем: 242 -|- #? — 42, откуда а== у ——› а потому 


В — т? __ т? 
= —а  272@—№° 
аи *=® 


Решив это уравнение относительно й, получим: 
812 (42 — 1?) = та, 
81242 — 814 = т\, 
844 — 81242 -- т1 —=0; 


442 — бт Вий 1 — 
ИЕ } => ИУ ле =Ун Зи . 


Перед корнем сохраняем знак глюс, имея в виду только абсолютную 
величину высоты Й, и не рассматривая направления, в котором произ- 
водится измерение й; под радикалом оставляем два знака, так как 
У 14 — 2т4- 242, и потому задача имеет два решения. 

Рассматривая в последовательном порядке все встречающиеся равеч- 
ства, учащиеся увидят, что все они однородны. 

а у? 
5 


Если 444 —2и\—0, то 444==2т%, откуда = ий =— 


В этом случае в прямоугольном треугольнике АСС; катет СС:, высота 


призмы, был бы вдвое меньше катета АС-==аУ 2, который является диа- 
гональю основания призмы. 
Для частных значений 4 и 21”, например 4=3 и 1? =8, получим: 


= И 18 И324— 128 = 18 -- 9 =2у2; 
1 —_—_—А—д_Аищ 
= 5 У 18 — 14 = 1. 


Решение задачи дано в общем виде. Необходимо приучать учащихся 
решать задачи в общем виде чтобы иметь возможность исследовать 
полученное решение. Когда найдено частное значение искомой величины, 
можно предложить учащимся дать чертеж, элементы которого соответ- 
ствуют найденным значениям искомого. Так, в данной задаче построение 
свелось бы, пользуясь частными значениями 4==3, т? =8, к построе- 
нию прямоугольного треугольника по @=3 и #=2И2 или по 4=3 
и = 1. 

2) Основанием прямой призмы служит ромб; площади диагональных 
сечений призмы равны 1? и 12. Найти боковую поверхность призмы. 


Боковая поверхность призмы: $,„==Р.Н==4аН, где а — сторона 
основания призмы. 

Задача сводится к вычислению а и Н или аН. 

Обозначим диагонали основания через 24; и 24., тогда 


42—02 |- 2 и а=уУ 4%, 


следовательно, 
бан. @ 4. (1) 
По условию 24,-Н=—т? и 24,.Н-== и?, откуда 
т? __ па 2 р та гй 
Ч. = 5» 4 = 5 и а? = во И 


4 (а 4) = т* | л* 
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иль 


ну а = Ин и. 


Последнее равенство — уравнение с тремя неизвестными; для вычис* 
ления неизвестных Л, 4; и 4. следовало бы составить еще два уравне- 
ния с теми же неизвестными, однако ни из условия задачи, ни на осно- 
вании числовой зависимости между элементами данной призмы нельзя 
составить еще два уравнения, содержащие неизвестные, подлежащие оц- 
ределению, и, таким образом, задача как будто является неразрешимой. 
Между тем, если внимательно всмотреться в последнее полученное равен- 
ство, то ясно, что левая его часть содержит половину того выражения, 
которое входит в формулу, составленную для вычисления боковой поверх- 
ности данной призмы, а потому 


$ к=2 р та и кв. ед. 
Для частных значений; 171? =6 и 1? ==8 находим, что 


$‚==2И 36 - 64 —=20 кв. ед. 


ок 


Такого рода задачи полезны тем, что показывают учащимся, что 
бывают случаи, когда нельзя найти значений каждой отдельной величины, 
входящей в ту или иную формулу, в что в таких случаях необходимо 
найти значение отдельного выражения или части его в таком сочетании, 

в каком оно входит в искомую формулу. 

С, Полезно предложить учащимся формули- 
ровать полученный общий вывод; это  при- 
учает их читать формулы. В данном случае 
формулировка полученного вывода такова: 

Боковая поверхность прямой призмы, 
осчование которой — ромб, равна удвоен- 
ному квадратному корню из суммы квад- 
ратов площадей диагозальных сечений 
призмы. 

Рис. 235. Понятно, что формулировка полученного 

вывода возможна только тогда, когда залача 
решена в общем виде. Типовую задачу, как правило, следует всегга ре- 
шать в общем виде, так как, если при решении задачи непосредственно 

‚используются частные значения входящих в задачу величин, мы ли- 

шаемся возможности провести исследование задачи. 


3) В треугольной наклонной призме две грани образуют двугранный 
угол а, равный 60°; площади этих граней равны м? ==5 и и*=8, 
Найти боковую поверхность призмы. 


55 =Р, .|, а потому задача сводится к вычислению 1) периметра 
поперечного сечения Р| =а--6-- с, где а, Ви с — слоровч попереч- 
ного сечения, и 2) ребра призмы 2. 

Пусть АВСА,В.С; — данная призма (рис. 235); ее грань АСС, А, 
лежит в плоскости чертежа. А.М — поперечное сечение. Тогда 


Збок == (а НВ -- с). == ай Ы + 61. 
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Но по условию а/== т? и с! == И?, следовательно, $..к ==? -|- и? -- 1, 
и, таким образом, задача сводится к вычислению фи [. 
Из треугольника КЕМ находим: 62 = а? -- с? — 2ас.с05а; под ==60° 


1 
и с0560° ——-, а потому 62 = а? 22 — ас, 


2 , 

Из равенств а1== 2 и с/ = и? имеем; 

__ т? __ 2 и ст 
. — 17’ —17 — а 
Следовательно. 

4 3 2712 3 8 — 7? - 
22 — т ити ия т?п 
[2 Г ГЕ 2 ’ 


откуда находим: 
=И я-а — при 

Итак, 
5 


пои + и? ТРИ яр ий — ИРИ == 
=? и? У т 14 — ти? кв. ед. 
Для частных значений и? и и, если И? —5 и п2:-=8, имеем 
Эк=5- 8 И 5? 8*—5.8=5-8-4-7==20 кв. ед. 


4) В правильной треугольной призме проведено сечение через сторону 
основания и противолежашую вершину другого основания; угол, образу- 
емый плоскостями сечения и основания, равен @ и площадь сечения раз- 
на м. Найти боковую поверхность этой призмы. 


Данная задача требует применения тригонометрии. 
Построим призму и ее сечение В.4.С; (рис. 286). Соединив середи- 


ну М стороны В,С; с вершинами А, и А:, получим / АМА, == 


Зв == Р.Н == За.Н, (1) 
где а —— сторона основания и Н-—- высота призмы, Нахо- 
днм аи Н. 

ау; 

Из треугольника 4.4, в котором 4,М= 5» 
ДАМА, =чи А, А,==Н, получаем: 

н-= “УЗ а, (2) 


2 


Рис. 236. 


В это уравнение (2) рходят неизвестные а и И, 
а потому надо составить еще одно уравнение с теми же неизвестными 
или хогя бы с одним из них. 

Подставляя значение Н (2) в формулу (1), имеем: 


— р 
$ ИЗ а — ИЗ за (3) 


бок == З@. 

Находим площадь треугольника А. В.С:; она равна 

уз 
4 


— 13 соза 
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или 


И 3 =4т7 соза. (4} 
Подставив найденное выражение (4) в формулу для $5 (3), получим: 
3-4т2 соза . 
$6 = —^ 5 в а=6 и па кв. ед. 


Итак, боковая поверхность правильной треугольной призмы равна 
ушестеренному произведению площади сечения, проходящего через олну 
из сторон одного основания и противолежащую взятой стороне вершину 
другого основания, на синус угла, образуемого плоскостями сечения и 
основания. 


8 49. Поверхность пирамиды. Задачи, 


1. Вывод формулы для вычисления боковой поверхности правильной 
пирамиды 


где $,.„ Означает боковую поверхность, Р — периметр основания и # — 
апофему пирамнды,—не представляет затруднений. Должно обратить вни- 
мание учащихся на то, что в данную формулу входит числовой множи- 


тель это нетрудно запомнить, если учащиеся уяснили себе связь 


р) , 
боковой поверхности пирамиды с площадью треугольника. Желательно 
дать учащимся для вычисления боковой поверхности правильной пира- 
милы еще и другую формулу, в которую входит плошадь @ основания 
пирамиды и угол @ наклона плоскости боковой ее грани к плоскость 
основания; 

Эвок == @:60$ & = @ зеса (кв. ед.). 


Следует указать учащимся, что обе формулы верны и для тех не- 
правильных пирамид, основаниями которых является такой многоугольник, 
в который можно вписать окружность, и 
вершина которых проектируется в центр 
вписанной окружности, так как в данном слу- 
чае плоскости всех боковых граней пирамиды 
образуют с плоскостью основания олин и тот 
же угол; высоты боковых граней, проведен- 
ные из вершины $ пирамиды, все равны, ибо 
их проекциями являются радиусы вписанной 
в основание окружности. 

Так, если требуется вычислить боковую 
поверхность треугольной пирамиды, основание 

Рис. 237. которой — прямоугольный треугольник с ка- 

тетами а и ф и каждая боковая грань кото- 

рой наклонена к плоскости основания под углом @ (рис. 237), то боко- 
вую поверхность такой пирамиды можно вычислить двояко: 


1) 5„= - Р-, где Р — периметр основания и й — высота каждой 
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боковой грани: 
Ве Иа? 5, 
г “9+8 Иа - 
— 608а _ 2 соза 


так как З37=а-|- 6 —с, а потому 
_ @+ь+ие+®) + уе и) _ 2% аб 


9 —— 2.2 соза — 4соза 2 соза 


$ 
1 
—-абзеса (кв. ед.). 
2) Используя вторую формулу, имеем: 


1 1 
бок == 9 40:60$ 9 — > аб зес а (кв. ед.). 


Получен тот же результат, при этом значительно проще. 
Если а-==3, 8—4 и а == 602, то 


ок 
= 


Зри т.8-4.2 == 12 кв, е1, 


Что касается остальных неправильных пирамид, то поверхность их 
вычисляется по частям. Указывается, что для вычисления полной поверх- 
ности пирамиды нужно к боковой ее поверхности прибавить площадь 
ее основания. Записывается это так: 


5. — бок - $о› 


где $, — полная поверхность, 5,,— боковая поверхность и $0 — ПЛО-- 
щаль основания пирамиды. 

2. Примеры на вычисле- 
ние поверхностей неправиль- 
ных пирамид. 

1) Основанием пирамиды 
служит ромб. Две боковые 
грани перлендикулярны к 
плоскости основания, и дву- 
гранный угол а, образуемый 
ими, равен 1209; две другие 
грани наклонены к плоскости 
основания под углом 8==30°. 
Высота пирамиды равна й. Найти площади основания и боковых граней. 

Если две смежные боковые грани 5ОС и $РБА (рис. 238} перпенди- 
кулярны к плоскости основания, то общее их ребро $ перпенликуляр- 
но к ней и, следовательно, является высотой пирамиды. Поэтому, по- 
строив ромб АВСО, проводим 0О5 — высоту пирамиды — и соединяез 
точку $ с точками А, В, Си О. Проведя затем ОЕ | АВирЕ | ВС, 
получим / 5ЕР == / 5ЕБ =—=8. Угол АБС = линейный угол дву- 
гранного угла, образуемого боковыми гранями, перпендикулярными 


к плоскости основания. 
Вычисляем площадь оспования: пл. АВСО = АВ.ДЕ. Высота ОЕ 
находится из прямоугольного треугольника $ОЕ, в котором В == 30°, 


26+ 


Рис. 238. 


а потому $Е =2й и ОЕ== И 41? — 1—1 УЗ. Сторона АВА на: 
ходится из треугольника АЕД, в котором / А==60° и / АРЕ== 30°. 
Пусть АЕ==х, тогда АР-=9х и РЕ=—йУуЗ, следовательно, 
4х? — х?— 3/1, откуда ^?=1 и х=Й. 
Находим: АР==АВ==29х-=2% и площадь АВСО==9№.ВУ 3 == 
== 212 Уз кв. ед. 


Пл. АБ5— в, Ср$= Э.В =. вв кв. ед, 


Пл. В$С = пл. А5В = 1 ВС-ЗР== 21.5 -Ь.5Е; высота 5Р на- 


ходится из треугольника $ОР; /В=30°, а потому 5Р=25В = 94, 
„а потому пл. В5С == пл. А$В = й-2й =242? кв. ед. 

Можно найти каждую из плошадей треугольников А5В и В5$С иначе. 
Приняв во внимание, что пл. А5В -|- пл. В$С==пл. АВСО:с0$ 8 = 


2/3” 23.2 
уз _2 УЗ: —4/?, находим, что каждая из искомых площадей 


— 60$30° уз 
„равна 5 412 —2й? кв. ед, 


2) В правильной четырехугольной пирамиде проведена плоскость че- 
рез вершину основания перпендикулярно к противолежащему ребру, ко- 
торое она делит пополам. В каком отношении плоскость эта делит бо- 
ковую поверхность пирамиды? 

Данную пирамиду следует построить так, чтобы диагональное ее 
„.Зечение лежало в плоскости чертежа и, следовательно, изображалось, 
с учетом масштаба, в Действительную величину, 
без сокращений. В таком случае прямой угол АКС, 
под которым сечение пересекает ребро 5А пи- 
рамиды, не искажается, он окажется и на чер- 
теже прямым (рис. 239). 

Согласно условию, СК перпендикулярнок А$ 
и делит ребро А5 пополам, таким образом, СК — 
и высота и медиана треугольника А4$С, следо- 
вательно, 5С == СА; ноесли $С —=САи $С = 5А, 
то треугольник А$С — равносторонний. Поэто- 
му, построив основание пирамиды — квадрат — 
так, чтобы его диагональ АС была параллель- 
на вертакальной плоскости чертежа, строим 
на диагонали АС равносторонний треугольник 
А$С — днагональное сечение пирамиды — и, соединив точку $ с точками 
Вид), получим изображение искомой правильной пирамиды. Затем 
-соединяем вершину С с серединой К ребра $А; прямая СК лежит 
в плоскости сечения и пересекает прямую $0, лежащую в плоскости 


] 
диагонального сечения, в точке О’, 00: =5 0.5 —=-„ $50. Сечение, 
э ‚ 


перпендикулярное к ребру $А, должно дать линейвый угол двугранного 
угла при ребре 5А, а потому прямые КМ и КЁ, по которым это сече- 
ние должно пересекать грани А5В и А5О, перпендикулярны к $А; они — 
медиатрисы общего ребра $А равных граней А$В и А$О, а потому 
ДА 5КЕ = Д5КМ по двум катетам, откуда $М = 5, т. е. треугольник 


"202 


15М — равнобедренный и, следовательно, ГМ || ВО. Итак, для полу- 
чения перпендикулярного сечения следует провести через точку О; пря. 
мую /.М || ВО; этим определятся еще две вершины [ и М искомого 
сечения; АСМ — четырехугольник сечения, дельтоид (рис. 239). 

Находим отношение частей поверхности, на которые указанным 
сечением делится боковая поверхность пирамиды. 

Обозначив площадь одной из боковых грзней пирамиды через т?, 
имеем; 


пл. 458 _ $4.58 _ $4.58 3, 
пл. КУЁ $К. ЗЕ 1 д.2 5в 
2 8 
значит, 
пл. КГ, Ни Н ил. 25 =— 558.56 =5 : 
пя, 5 58-3С 
значит, 


пл. 156=5 12, 


и, следовательно, поверхность верхней части пирамиды равна 
1 2 
2. т 2. т = 20 
572.3 


что составляет половину боковой поверхности пирамиды, так как боко- 
вая ее поверхность равна 41. Итак, боковая поверхность пирамиды 
делится плоскостью данного сечения пополам. 

Решение данной задачи приведено для того, чтобы показать один 
из методов решения; весьма часто забывают использовать отношение 
площадей треугольников, имеющих по равному углу или два угла кото- 
рых пополнительны. Приемом, которым решена цанная задача, решают- 
ся многие вопросы, отяосящиеся к пирамидам. 


$ 50. Поверхность усеченной пирамиды. 


1. При выводе форхлулы боковой поверхности правильной усеченной 
и-угольной пирамиды легко обнаружить, что искомая поверхность 
представляег собой сумму площадей и равных граней, из которых каж- 
дая — равнобедренная трапеция с основаниями а, и 6, и высотой Й. 


бок — , 


а, 6 _ Ра» 
ЛО ИЙ =" .Й 

2 2 
где Р, и р, — периметры основазий, а й — апофема правильной усечен- 
ной пирампды. . 

2. Полезно познакомить учащихся еще с двумя формулами для вы- 
числгния боковой поверхности усеченной пирамиды. 

1) Если провести в правильной усеченной пирамиде сечение перпен- 
дикулярно к высоте, проходящее через ее середину, то периметр этого 
„среднего“ сечения 


Рер == Ра и бок == Рер.Й. 


Данная формула напоминает собой формулу для вычисления площлди 
трапеции. 
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2) Если спроектировать в правильной усеченной пирамиде меньшее 
основание ее на большее, то 


бок = (@ — 4) : 03 а=(@— 9) -зеса, 


где О и 9 — площади большего и меньшего оснований пирамиды и Я@— 
угол наклона боковых граней пирамиды к плоскости большего ее осно- 
вания (рис. 240). 

5 3. При выборе задач на вычисление сле- 
дует отдавать преимущество задачам, в кото- 
рых требуется провести то или иное сечение; 
Тем самым учащиеся вынуждаются уделять 
не меньше внимання геоме- 
трической стороне вопроса, 
чем вычислительной. Полез- 
ны задачи, в которых встре- 
чаются сочетания призм и 
пирамид. 

Задача. Равносторонний 


треугольник служит основа- 
нием прямой призмы и пря- 
мой пирамиды так, что при 
одной и той же высоте боковая поверхность призмы в л раз больше 
боковой поверхности пирамиды.Найти отношение стороны основавия пи- 
рамиды к высоте пирамиды. 

Пусть высота, $О сбоих тел равна Н и сторона основания равна а; 


А 


Рис. 240. Рис. 241. 


требуется найти я (рис. 241). 
3 
бок пр = 3:аН; бок. пир — >. в и 


вк и (29 “5 Е 


По условию задачи бок. пр —.. пир» Следовательно, 


ЗаН =п.- Е 5. 


Вынося ЯН за знак радикала и  еобрааня данное равенство, имеем: 
о 


=, или р р —=4— 7, 
откуда 
а _ (4—1 а _ (4 — п:) 12 
= ( 12 )12 или 77 п? 
и, наконец, 
2 
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Необходимо исследовать полученный результат. Подкоренное выраже- 
чие правой части равенства содержит множитель 4 — 12; вместе с тем, 


а 
отношение $; имеет смысл только при условии, если 4 — п? `> 0, откуда 
следует, что п 2. 
а 
При п>2 отношение 7 будет мнимым, и задача, следовательно, не 
имеет смысла. 


Если п=2, то — Н =0. Дробь +7 ‚ однако, может равняться нулю 


только ‘при двух условиях: или при а==0, или при Н-==ою. И эти 
два случая следует исключить, ибо при @&==0 и призма и пирамида 
обращаются в прямую; при Н == со нет ни пирамиды ни призмы. 

Итак, п должно быть меньше 2. 


Допустим еще, что п==1. При этом значении и боковые поверхности 
равны, и тогда 


2 


== .ИЗ.3 =6 и а==6Н, 


—— 


т. е. высота призмы в 6 раз меньше стороны ее основания. 
Может быть задан вопрос: во сколько раз боковая поверхность призмы 


а 
больше боковой поверхности пирамиды, если р ==2, т. е. сторона осно- 


вания призмы вдвое больше высоты? В таком случае имеем: 
2 що 
2=-ИЗ(4—л }, 

откуда п? = 3 (4—1?) и 41? =12; п?==8 и п= УЗ. 


Этот анализ показывает, что, задавая числовые значения для М, 
следует задать # < 2. 


$ 51. Поверхность правильных многогранников. 


1. Указания о вычислении поверхностей правильных многогранников по 
данному их ребру приведены в стабильном учебнике. Следует только 
отметить, что поверхность неправильных многогранников, как и поверх- 
ность неправильных пирамид, вычисляется по частям; сперва находится 
площадь каждой грани, а затем берется их сумма. 

2. Обозначив боковые поверхности двух прямых 


Отнощение по- призм через 51 и 5., их полные поверхности через 
Я 
верхностея $ и 5’, их высоты через Е) и Н., периметры осно- 
призм и пира- 
ы Мид. ы ваний через Р; и Р,, имеем: 


$: _ Р.Н: __Р ВН: $, _ РН, + 20, , 


< — ы и и. ` 
5$ РН РР: Н, $, РН + 2% 


При Н, =Н, или Р, =Р, соответственно имеем 
$3 Ра или 54 
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и тогда 


2 
Р\ В а ВН, а 
пропорций —* == --\ ==-* следует И 
ибо из пропорц Р.Н. едует, что Р.Н. = 

2 2 2 

21 20; а] РН 20; 1 

Но 9: — или —=->, значит Е = 

6 а2 245 и у Руь 20, а? , 
` откуда 


РН 20, _ м _РМ Ш _ 


т ** 
РуРь т 20, а,’ Ро тер 


Аналогичные равенства можно получить для поверхностей двух пни- 
рамид или двух подобных пирамид, а потому поверхности, боковые или 
полные, подобных призм ‘или пирамид относятся, как квадраты их ли- 
нейных сходственных элементов или как площади их сходственных граней, 
одинаково расположенных. Знание этих отношений позволяет при срав- 
нении модели какой-нибудь детали с оригиналом утверждать, если 
известно, что деталь построена в масштабе 1:и, что поверхности ориги- 
нала и модели относятся, как 1:12; точно так же, если все линейные 
размеры какого-либо тела уменьшены в 2, 5, 4,...л раз, то поверх- 
ности тел соответственно уменьшатся в 23, 87, 42,.., п? раз. 


Задачи и вопросы. 


1. Боковая Поверхность правильной треугольной призмы $6ок = т?. Диаго- 
наль боковой грапи равна л. Найти высоту призмы. Вычислить высоту при 
т? = 36 см? и П=5 см. 

2. Площадь наибольшего диагонального сечения правильной шестиугольной 
призмы равна 72. Вычислить боковую и полную поверхности призмы. 

3. Боковое ребро прямой треугольной призмы равно радиусу окружности, 
вписанной в основание призмы. Найти отношение боковой поверхности призмы 
к сумме площадей обоих оснований. 

4. В правильной четырехугольной призме провести сечение, проходящее 
через сторону верхнего основания и образующее с его плоскостью угол а== 45°. 
Сторона основания призмы равна а, высота равна №. Найти полную поверхность 
неправильно усеченной призмы, стоящей на нижнем основании. 

5. Из правильной треугольной призмы, сторона основания которой равна а,. 
вырезана двумя параллельными сечениями наклонная призма, боковое ребро. 
которой В (5 < а). Найти боковую поверхность этой наклонной призмы. 

6. Найти полную поверхность правильной треугольной пирамиды, высота 
которой Я и боковое ребро 4. 

7. Высота треугольной пирамиды, стороны основания которой а, В ис, 
равна й. Основание высоты отстоит от сторон основания пирамиды на расстояния 
1, т и п. Найти полную поверхность пирамиды. (В задаче имеется одно лишнее 
данное,) 

8. Трехгранный угол, все плоские углы котозого — прямые, пересечен 
плоскостью так, что в сечении получился правильный треугольник со стороной 
а. Найти полную поверхность образовавшейся пирамиды, 

9. Грани трехгранного угла, все плоские углы которого прямые, пересечены 
двумя параллельными плоскостями, дающими в сечениях правильные треугольники» 
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стороны которых соответственно равны @ и В (а >> 6). Найти полную поверхность. 


усеченной пирамиды, заключенной между этими плоскостями, 

10. Как относится поверхность правильного октаэдра к поверхности тетр з- 
пра, полученного прололжением через одну граней октаэдра? 

11. Центры граней куба служат вершинами правильного сктаздра. Поверх- 
ность куба равна 117. Чему равна повер ность октазлра (см. рис. 230)? 

12. Высота пирамиды равна Н. Боковая поверхность ее делится плоскостями, 
параллельными основанию пирамиды, на л равных частей. На каком расстоянии 
от вершины проведены эти плоскости? 


Указания к заданам ц вопросам. 


1. Делается набросок рисунка, изображающего правильную треугольную` 
призму в масштабе 1:1, ф—=45? и &-=0,5 (рис. 242). Для вычисления боковой 
поверхности призмы надо знать въ соту Н призмы, поэтому 
Вычисляем ее из прямоугольного треугольника: 


Н®— па — а, {1) 


где и — диагональ боковой грани призмы и а— сторона ее 
основания. Полученное равенство — уравнение с двумя неиз- 
вестными, следовательно, для нахождения неизвестных необ- 
ходимо составить еще одно уравнение с этими же неизвест- 
ными, 

Используется условие задачи, согласно которому боковая 
поверхность призмы равна 7”. Имеем, используя формулу 


$5ок =Р.Н, что Рис. 242. 
ЗаН = т. (2; 
Решаем систему двух уравнений (1) и (2): 
— т . 8 — „а __ та 722 8 — 
а=зн Н*= 1 — ура или ЗЕ — ЭтаН® + т =0, | 
откуда . 
н_-у = Уи Збиия 


Перед корнем сохраняем лишь один знак плюс, ибо ие принимается во вни- 
мание направление, по которому откладывается высота. Дискриминант 8111 — 36т* 
должен быть больше или равен нулю. Прииимая л и т за положительные числа, 


имеем: 814 — 36тй > 0, откуда 81 2=36пм, или Зп > тУб. При 3Зи=туб6, 
имеем: 
Н== 5— уз> — ; 
если 31 > тУб, имеем: 
п? — 


ди? 8114 — 36 п —_ 9 Уын: — 36а 
н=У ту 18 и „-У т 


Находить в общем виде выражение лля а в данной задаче нет необходимости, 
ибо при Н положительном задача всегда имеет смысл. 
Подставляя числовые даниыз, получаем: 


у Зла-- для 4 у Зла + Убиа- 202) Виз — 208) _ 
т и Е = 
у = ЕЕ УЕ: 37 БЕЯ а 

6 6 


6 
—_9 
ы-у ть 
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Итак, высота призмы равна или 4 см или 3 см; в соответствии в этим на- 
ходим: 


а н=18=3 см; 
во = та — 36 4 с 
ан 9“. 


Полученные два ответа не трудно пояснить: боковая грань призмы — прямо- 
угольник, и диагональ и площадь его не зависят от того, которая из двух 
кторон прямоугольника принята за основание, которая — за высоту. 

2. Следует вычертить основание призмы — правильный шестиугольник — 
так, чтобы наибольшая диагональ была параллельна вертикальной плоскости 
чертежа; причем достатовно вычертить лишь половину призмы (рис. 243). 

у 2: Запись решения: 


А | —_—_—_ 
-2), _ 5вк =Р:Н | 
[8 
Звбок —=баН 
а=? Н=? или аН-? 
из >С 2аН = т? 
А; В, Эвок == 31? (кв, ед.). 
Рис. 243. Рис. 244, Для вычисления боковой по- 


верхности нужно было бы найти а 
м Н, нэ так как, согласно условию, ЗаН == т?, то вопрос о вычислении и аи Н отпа- 
дает, да и вычислить их в отдельности нельзя. В самом деле, стороны прямоугольни- 
ка одной из граней призмы — при заданном значении его площади могут принимать 


т 
жакие угодно значения, лишь бы их произведение равнялось =. 


= 32 -+- 342 3 ==3 (т + а |3) кв. ед. 


3 
4 


Знолн == бок + 12. 


Збох 
20 › 
призмы. Обозначив стороны сснования призмы через а, бис и выссту призмы 
через НЫ, имеем: $:==(а-- 6 с) Н=2р.Н; но, по условию, Н ==, а потому 
Эк ==2р.г. Площадь же основания @ == р-г, а потому 20 == 2р/; следовательно 


Збов — 2РГ 
20 2“ 

Таким образом, искомое отношение равно 1, т. е. $5к==20. 

4. Построив призму и ее сечение 4.КРД», получим неправильно усеченную 
призму АВ. С.Г.АКЕДь (рис. 244). Полная ее поверхность находится по частям: 
Зполн==2 пл. Аа В.К -- пл. ВАСЕК - пл. ААВ. + пл. АВС О, - пл. АКЕГЬ. 

12 ш.АлА,ВК = 2. в. 
` прямоугольный и рависбедренный, так как 

Д В. А.К = 45° И В.К = а, а КВ = Н— а. 
2) пл. ВСИК =а(НЫ— а), 
3) пл. АГ Б, = ан, 
4) пл. 4, ВСВ: = а?, 


5) пл. 2 КЕО. =а:а У2=а?У?, ибо АК=Уе®=ау2. 
Складывая почленно потученные равенства, имезм: 
Знолв == 2На — + аН— а? + На +0: -- 2У2=ааН + а? У — а* = 
—=а(АН + аУ2 — а) кв. ед, 


3. Согласно условию, требуется найти где © — площадь основания 


а— (2Н/ — а) а, ибо треугольник В.К — 
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5. В условии задачи не указано, какой угол образуют плоскости сечений 
< плоскостью основания, а потому можно их провести под любым углом однако 
под таким углом, чтобы „вырезать“ наклонную призму, т. е. чтобы обе плоскости 
сечония пересекали все три боковых ребра (рис. 245). 

Ести учащиеся, как это обычно бывает, не знают, как 
при тупить к решению данной зздачи. следует предложить 

им вспомнить, чему равна боковая 

5 поверхиссть призмы; вспоминается 

формула $;к==Р1.Г. Затем следует 
предложить им построить перпенди- 
кулярное сечение, они убеждаются, 
что таким сечением является плоскость 
сснования данной пирамиды; после 
этого гаходят, что $5к ==Зав (кв, ед.). 

6. Приступая к построению пи- 
рамиды, следует напомнить учашим- 
ся, что вершина Пиремиды проекти- 
руется в центр основания и что 


1 1 

Рис. 245. Рис. 246. ОБ =; АО = АБ (рис. 246); пра- 
вильно выполненный расунок имеет 

з данном случае решающее значение; более целесообразно расположить изобра- 

жение пирами ы на горизонтальной плоскости так, чтобы высота АД основания 

была параллельна вертикальной плоскости чертежа. 


Запись решения: 


поли == Збок + @ кв. ед. 


325 Уз = 
боли РА а (66 +3), 


где а — сторона основания и в — апофема. 


1—2? В=? 
_ауЗ 508; $РЕЬ 
А$ОВ: ОВ= 5 , я 
ИЗ \? ь =в—т 
^]=в— ОНИ 
а? —=3 (В — #3) => И (2+ а) (27 — а) 


а=уз(+вИ—п) 
ба, = УЗИ Иа) [У@Г+а © 9-+УЕ | вв. 


Учащиеся могли бы пойти и иным путем, а именно — рассматривая тре- 
угольники 5ОР и $В0; тогда получились бы два уравнения с двумя неизвестными. 


Этот путь несколько сложнее, но в конечном итоге приводит к тому же резуль- 
тату. 


7. Делается набросок изображения треугольнсй пирамиды и в ней проводится 
высота (рис. 247); записывается формула голной поверхности пирамиды. 


Зполн = пл. АЗВ -- пл. В$С -{ пл. С$А + пл. АВС. 


Вычисляются апофемы $А,, $В, и $С, боковых граней: 


$4, = УЕ т 17; $8, = Уе-? + #1; $5С. = Ут? +“. 
Итак, 


О ОООООИИ И 
Зпоян — 5 ( а УР -- ®--5У м--#--‹У я?) + Ур (рР—2)(Р-В (р—с) кв. ед. 
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Задача решена. Интересно указать, что условие задаЧи позволяет установить, 
с одной стороны, зависимость между а, Ви с, с другой — зависимость между 
, тин. В самом деле, если соединить основание высоты О с вершинами А, 8 


и С треугольника, то получим: 
1 


п1. АВС =5 («+ фт -- сп ) 


н тогда 
о 1 
Ур @-Э@-9 =5 (+ т +). 


х 


Последнее равенство показывает, что если даны два из отрезков 1, ти пл, 
то третий этим равенством вполне определяется. Это значат, что если даны, 
положим, [ и т, т> отрезок п не может быть произвольным, он должен быть 
определенной длины, чтобы удовлетворить написанному условию. 

Можно это условие истолковать и так: если даны отрезки 1 ти п и, кроме 
того, отрезки а и @, две стороны треугольника, то третья сторона треугольника 


Рис. 247. Рис. 248. 


< 


определится этим же равенством. Одним словом, из шести отрезков: а, Ь, с, [, 
ти п один зависит от остальных и потому является лишним данным в услсвии 
задачи. 

8. Согласно условию задачи, сечение — правильный треугольник, а потому 
отрезки ОА, ОВ и ОС на ребрах трехгранного угла, считая от вернгины О, равны, 
ОА — ОВ == ОС (рис. 248). 

Обозначив каждый из них через х, находим х из любого треугольника — 
АОВ, АОС или ВОС: 

@2 
жа = и =. 


* 
= 


х2 а? 
Площадь каждого из треугольников равна 5 или д, а потому 


7] 1/3 3 _ 
бон 3. РУЗ (3. УЗ) кв. ед. 


Данную задачу можно решить ииаче. Обозначив площадь каждого из тре- 
угольников через ©, имеем: 


откуда 


20 


9. На основании выкладок прелыдущей задачи находим, что площадь каждой 
боковой граии усеченной пирамиды (рис. 248) равна 
2 м а—Р 


44-4, 


били = 8. (аа — 52) | гуЗ + Е =т [3 (а--6) (а-2)-Е (а? 1 62) УЗ] кв. ед. 


а потому 


УЗ — 
10. Поверхность октаэдра равна УЗ у кв. ед. Ребро полученного 


. 423 А 
тетраэдра равно 2а, следовательно, его поверхность равна —_ .3—3а2 3 кв. ед. 


Находим отношение поверхностей октаэдра и тетраздра, оно равно; 


22 УЗ :3а* УЗ =2:3. 


р а лу 
11. Обозначив ребра куба через а, находим: ребро октаэдра равно 5 У, его 


а 


2 \? 5 
5 ЛИ 2? УЗ.8 = 
поверхность равна —— 4 8 = — 44 — а? У 3, поверхность куба равна 647. 
Следовательно, 5;:5, =@ У 3:62 =У 3:6 или 5;:и?=У 3:6, откуда $8 == 
уз 
— уз кв. ед. 


$; и $3 — обовначеиия поверхностей куба (гексаэдра) и октаэдра. 

12. Обозначим расстояние первого параллельного сечения от вершины через 
ха. Отсеченная пирамида подобна даниой; поверхности данной и ей подобной 
пирамиды относятся, как квадраты сходственных ребер или высот, следовательно 


$ _ м 
= = © ‚ откуда х.=Н я. 
п 


Так же находим; 


$ _ А? 2 

— — 2 ит. д, 
55—22, откуда х,=Н т д 
— 2 
п 


5 2? и" 
д { = Н . 
{п — 1)5 д? 1 откуда Я -т п 


ГЛАВА Х., 
ОБЪЕМЫ МНОГОГРАННИКОВ. 


8 52. Объем призм. 


1. При вычислении объема призмы обычно пользуются двумя путями: 
один из них основан на преобразовании прямых и наклонных параллеле- 
пипедов в равносоставленные, а также и вообще наклонных призм 
в равносоставленные прямые призмы, доугой основан на теореме Кавалъери. 
В планиметрии, как известно, две равновеликие плоские прямолинейные 
фигуры могут быть разложены на одинаковое конечное число конгруент- 
ных частей, т. е. многоугольники равновеликие суть равносоставленные-. 
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Попытки доказать, что равновеликие многогранники суть равно- 
составленные фигуры, за исключением некоторых частных случаев, оказа- 
лись напрасными. 

Гильберт в 1900 г. указал на 23 еще нерешенные проблемы 
в геометрии; среди них была им указана отмеченная выше проблема; 
при этом Гильберт высказал предположение, что она, быть может, и не 
разрешима. И, действительно, в том же году Дэн доказал, что много- 
гранники, могущие быть преобразованными один в другой путем разложе- 
ния или дополнения, должны удовлетворять условию, заключающемуся 
в следующем. Если @, а., @.... @а„ суть двугранные углы одного много- 
гранника, а В;, В», Вз...В„— двугранные углы второго многогранника, 
выраженные в частях прямого угла, то существуют такие целые положи- 
тельные числа Д;, 4.... Ани В, В,...В„ и такое целое (положительное 
или отрипательное) число Ё, что 


(А -- Аа, +... + Аа) — (8,3, -- ВВ, --...-Н 8,8,)==24. 


А так как можно показать, что существуют многогранники с двугранными 
углами, не удовлетворяющими выведенному соотношению Дэна, то тем 
самым показано, что в стереометрии не существует теоремы: равновели- 
кие многогранники суть равносоставленные фигуры. 

Отсюда следует, что лемму о равновеликости пирамид с равновели- 
кими основаниями и равными высотами доказать на основе идеи равно- 
составленности, вообще говоря, нельзя: прнходится прибегать к явному 
или скрытому методу бесконечно-малых и теории пределов. Вот почему 
на второй путь, основанный на теореме Кавальери, возложена на- 
дежла многих методистов. 

2. Приступим к изложению объема призм на осно- 
Объем ве идеи равносоставленности. 

призм. Подходя к рассмотрению темы „объемы много- 
гранников“, надлежит разъяснить учащимся, что зна- 
читизмерить объем тела. Учащимися должно быть твердо усвоено, 
что измерить объем тела — значит сравнить его с другим телом, объем 
которого принят за единицу; вместе с тем они должны знать, что за 
единицу измерения обьема тела принимается куб, ребро которого равно 
какой-нибудь единице длины. Также должно быть разъяснено учащимся, 
что объемом тела называется число, указывающее, сколько раз 

принятая единица объема или ее часть содержится в данном теле. 

Уяснение всех этих понятий не представляет для учащихся каких-либо 
затруднений. Уже в начальной школе они пользовались непосредственным 
измерением, заполняя ящик, имеющий форму прямоугольного параллелепи- 
педа или куба, кубиками одинакового размера. 

Некоторое вниман:е следует уделить вопросу о прямом и косвенном 
измерении. 

Не должна быть упущена возможность повторить с учащимися куби- 
ческие меры и действия с ними, должен быть решен ряд примеров на 
раздробление и превращение кубических мер одного наименования в куби- 
ческие меры другого наименования. 

После повторения перечисленного матернала следует указать учащимся, 
что формула объема прямоугольного паратлелепипеда, которую они 
добыли в начальной школе опытным путем, должна быть выведена при 
помощи цепи логических рассуждений. Доказывается теорема: объем‘ 
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прямоугольного параллелепипеда равен произведению трех его 
измерений. Должны быть рассмотрены три случая: измерения (при одной 
и той же единице) ребер 1, м и р прямоугольного параллелепипеда 
1) целые числа, 2) дробные числа и 3) иррациональные числа. 

1. Пусть ребра прямоугольного параллелепипеда выражены целыми 
числами т, и и р. Сечениями, параллельными и перпендикулярными 
к плоскостям оснований прямоугольного параллелепипеда, последний раз- 
бивается‘сначала на 2 слоев, толщиной в единицу линейной меры, затем 
каждый из т слоев на и брусков, ширина и высота когорых равна единице 
линейной меры, и, наконец, каждый брусок — на р кубов, каждое ребро 
которых равно единице длины. Таким образом, находят, что 


У = т.п.р куб. ед, 


П. Затем рассматривается вычисление объема пряуоугольного парал- 
лелепипеда, ребра когорого выражены дробными числами. Указывается, 
что в ‘данном случае нужно привести дроби, выражающие измерения 
прямоугольного параллелепипеда, к общему знаменателю, положим, к зна- 
менателю 4, и разбить параллелепипед приемом, указанным выше, на кубы, 


1 
каждое ребро которых равно 3 единицы длины. 


т п 
Если ребра параллелепипеда т =-*; п=-®; р= с 


9 9 
то И = т..и,:р. = тд9.п9-ра (5. ед. с ребром, равным т)= 


, 


=(.п.р) (93) [куб. ед: с ребром, равным т — т.п-р (куб. ед. с рэз- 
бром, равным 1), так как в кубе с ребром, равным 1, куб с ребром, 


равным содержится 43 раз (на основании первого случая). 


Ш. Наконец, вычисляется объем прямоу!ольного параллелепипеда, если 
одно, лва или все три его ребра несоизмеримы с единицей, т. е. их 
мерой являются иррациональные числа. 

ДоклзатЕЛЬСТВО. Пусть числа, измеряющие ребра параллелепи- 
педа, будут т, ри 9, при этсм некоторые из них или все три — числа 
иррациональные. 

Обозначим объем параллелепипеда через У и докажем; что объем И 
параллелепипеда равен произведению чисел м, риа, т. е. У=т.р-4. 

Доказательство провелем способом от противного. Можно сделать 
гри допущения: либо произведение чисел 27.р.4 меньше объема У 
параллелепипеда, либо больше, либо равно, 

Рассмотрим первое допущение. Допустим, что 7т.р-а< У. Всегда 
можно подобрать такие рациональные числа больше иррациональных, что 


разность хежду ними будет как угодно малой. Пусть рациональнье числа 
а [4 [23 [2 е 
—,—,- таковы, что Ш«—, р«%— и 9«<- и соответствующее 
п п п п п п 
разности между ними бесконечнс-малы. 

Если имеют место вышепривеленные неравенства, то, перемножая 

абс 

соответствующие их части, получим: т.р 95 в. Но разность между 


а Ь Г 
каждыми двумя соответствующими компонентами #2 и =, ри я ‚и я 
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- абс 
бесконечно-мала, а потому и разность между произведениями тра и 8 


бесконечно-мала. 
а Ь [4 
а — И 2 — 
Действительно, —==т--е, м, ==р--е», „==9-Рез, где в, в) и 
=; — бесконечно-малые числа; перемножая левые и правые части последних 


равенств, имеем: 
абс 


а == (т в) (р-- =») (9 =) = 
== тра -|- (рае, Е те, -- деле, + трез - реле: Е тег 216,23), 


абс . : 
откуда заключаем, что разность между --; и тра — величина бесконеч- 


но-малая, так как все семь слагаемых, заключенные в скобки, бесконечно- 
малые и. число их конечно. 

С другой стороны, как обьем У паратлелепипеда, так и произведение 
тра — числа постоянные, значит, разность между ними есть неизвестное 
по-тоянное число. 


Итак, соответственные разности будут: 


абс —_ 
8 — тра = бесконечно-малое число, 


У — тра == постоянное число, 


откуда У— тра > “2? — тра или их“. 


Переводя на геометрические образы последние соотношения, мы должны 
Ь с 


а 
отметить, что существует параллелепипед © ребрами по ть т КОто- 


п 
рый обьемлег заданный параллелепипед с ребрами т, р, 4 и в то же 


абс‘ в 
время имеет объем —_, меньший заланного И; это противоречиво, так 


из › 


как тело, заключенное внутри другого, 
имеет и объем меньший. - 

Так же доказывается, что и второе до- 
пущение, что ра > У, приводит к про- 
тиворечивости. 

Отсюда вытекает, что возможно только 
третье допущение, а именно, что У == тра. 

Необходимо указать, что приведенное 
доказательство неполно, так как не вскры- 
то, что каждый параллелепипед, вообще 
многогранник, можно поставить в одно- 
значное соответствие с действительными чи- 
слами; эти числа имеют между собою со- 
отношения в зависимости от определенных 
соотношений многогранников; так, в ча- 
стности, если многогранник А находится 
целиком внутри многогранника В, то между соответствующими им чЧи- 
елами а и 2 будет существовать соотношение а< В и пр. 

Нужно отметить, что приведенное доказательство не рекоментуется 
ставить в школе при первом знакомстве в систематическом курсе стерео- 
метрии с вычислением объема параллелепипеда, с ним можно ознакомить 
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учащихся при повторении курса стереометрии в последнем классе 
и на кружковых занятиях. 

При первом знакомстве в систематическом курсе стереометрии с вы- 
численизм объема параллелепипеда целесообразно либо опустить доказа- 
тельство в связи с несоизмеримостью ребер параллелепипеда, либо дать 
еще более не трогое и неполное доказательство, приводимое ниже. 

Пусть дан прямоугольный параллелепинед (рис. 249), измерения 
которого АВ=—=т, АС==нп, АР==р, где или все числа или только 
некоторые из них иррациональные. Если т, и, р— числа иррациональные, 


то пусть их приближенные значения © точностью до я заключены ме- 


жду пределами: 


а °„а-+! а а+! 
а<"< Г ‚ где «= 48, и 4 —АВ., 
Ь 1 ь р! 

— —_ Г — —Д — = А 
а<"< а а С и а С., 
[ е+1 се __ 6-1 
о<Р<-9 ‚те, = АБ; и —=АД.. 


Если построить прямоугольный параллелепипед, измерения которого 
АВ,, АС, и АД,, то его объем 


Если построить прямоугольный параллелепипед, измерения которого 
АВ, АС, и АО., то его объем 
уран енте+т енто 
2 7] 4 4 93 у 


Если принять объем данного прямоугольного параллелепипеда равным 
ТУ, то очевидно, что 
ИУ И,, 


так как У, составляет часть И, а У — часть И,, 
С другой стороны, имеем: 


кух еЕОеОетО. 


Чем больше будет взято 4, тем ближе будут верхние и нижние 
границы между собой, и разность между ними может быть сделана меныше 
любой наперед заданной весьма малой положительной величины 5. 

Понятно, что разность между И и его границами подавно будет 
меньше =, а потому число И, измеряющее объем данного прямоугольного 
параллелепипеда, должно быть болыше произведения любых приближен- 
ных значений чисел т, и, р, взятых с недостатком, и меньше произведения 
любых приближенных значений чисел т, п, р, взятых с избытком. Такое 
число есть произведение иррациональных чисел т, н,р по определению 
понятия умножения иррациональных чисел. Отсюда заключаем, что И == 
==т.И.р. 

Итак, какими бы числами: целыми, дробными или иррациональными, 
ни измерялись ребра т, п и р прямоугольного параллелепипеда, объем 
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прямоугольного параллелепипеда равен произведению трех его 


измерений: 
У —=т.п-р. куб. ед. 


Выведенную формулу нужно представить в таком виде: 


У = (т.п) р= (т.р) п == (т.р) т 
или 
И — 99, = 9,5, == 0,8, 


где буквой © обозначена площадь основания и буквой Н — соответствую- 
щая высота прямоугольного параллелепипеда. 

Кроме указанного существует еще прием вычисления объема прямо- 
угольного параллелепипеда; он состоит в следующем. Сперва рассматри- 
ваются два прямоугольных параллелепипеда с равными основаниями 
и различными высотами и доказывается, что их объемы У. и И, о1- 
носятся, как их высоты, как в том случае, когда их высоты соизмеримы, 
так и в том случае, когда их высоты несоизмеримы. Так, в случае со- 
измеримости их высот оба параллелепипеда разбиваются плоскостями, 
параллельными основаниям, на одинаковое число равных параллелепипе- 
дов, и их обьемы относятся, как их высоты: 


Затем рассматриваются два прямоугольных параллелепипеда, имеющих 
равные высоты и разные основания; измерения одного параллелепипеда 
а, бис (1, другого —@, В ис, (П}; доказывается, что их объемы 
относятся, как площади их оснований, Для проведения доказательства 
вводится третий вспомогательный параллелепипед, размеры которого а, ё+ 
и с (Ш). Сопоставляя объемы данных параллелепипедов и вспомогатель- 
ного, на основании выше рассмотренного случая находим: 


У :Уш=8:6,, 


Уш: Инт: 4. 


Перемножая почленно полученные равенства, имеем: 
[9 
УИ =->. 
т И а, 
Наконец, рассматриваются два прямоугольных параллелепипеда, измере- 
ния которых а, в и с; иа., 6% и с, и третий — вспомогательного 
измерения которого а,, 6; и с.. 
^ 


Тогда 
И: У. ==6116 на основании первой теоремы 
Уз: И, = 416. :456. „ ” второй › 


Умножая почленно последние два раве-ства, находим: 
У. : И. = а16161: 426562, 


Т. е. объемы двух прямоугольных параллелепинпедов относятся, 
как произведения трех их ‘измерений. 

После этого рассматривается прямоугольный параллелепипед, измере- 
ния которого а, фи с, и куб с ребром, равным 1 — единице измерения, 
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который и принимается за единицу объема. На основании предылущих 
У _ авс 
18—11 

Итак, объем прямоугольного параллелепипеда, выраженный в ку- 
бических единицах, равен произведению трех его измерений, выра- 
женных в линейных единицах того же наименования. 

Приведенное доказательство аналогично доказательству, которое дано. 
в первой части настоящей книги при выводе формулы площади прямо- 
угольника (ч. 1, стр. 241—242). 


рассуждений находим: или У==а6с (куб. ед.). 


Задача. Вычислить вес воздуха в комнате длиной 7,5 м, шириной 55 и 
и высотой 3,2 м. Удельный вес сухого воздуха 8 — 0,0013. 


Решение. Вес Р-==5\. 
У—7,5.5,5.3,2 = 132 м3. 
Р == 0,0013.132 = 0,1716 т= 0,17 т. 


Подобного рода задачи весьма полезны; учащиеся обычно не имёют доста- 
точно ясного представления о весе воздуха, взятого в том или ином объеме. 


3. Для вывода дальнейшего следует остановиться 
на теореме: прямоугольный параллелепипед диаго- 
нальиым сечением делится на две конгруентные 
треугольные прямые призмы, основаниями кото- 
рых служат прямоугольные треугольники. 

Призму В,С,0.6.6.0. (рис. 250) поворачивают 
вокруг оси О.О, параллелепипеда на 1809; тогда 
ребро В,В, совпалет с ребром О,О., ребро СС; © 
ребром А,А-, и призма В.С.О,В,С.0), совместится с 
призмой А,В,0,А,В,О.; это значит, что объем од- Рис. 250. 
ной призмы равен объему другой. 

Итак, если т, п и р— ребра прямоугольного параллелепипеда, то 


С. 


объем его У==т.п:р==@О.Н. С другой стороны, Ур = © шир == 


— (- тп) р==ил. А.8В.С..Н=0;,.В;} и в данном случае объем прямой 


треугольной призма, основание которой прямоугольный треугольник, 
равен произведению площади ее основания (); на высоту Н. Следует 
затем показать, что объем прямой треугольной призмы, основанием 
которой не является прямоугольный треугольник, также равен произведе- 
нию площади ее основания О на высоту НЫ, откуда легко получить объем 
прямой многоугольной призмы путем разбивки на прямые треугольные 
призмы и соответствующего суммирования их объемов, как это сделано 
в стабильном учебнике. Итак, 

объем любого прямого параллелепипеда, а следовательно, любой 
прямой призмы, равен произведению площади основания призмы 
на высоту: 

У—= О.Н куб. ед. 


4. Этот раздел, поскольку учащиеся уже знакомы с вычислением объемов пря- 
мых призм, часто не представляет для них особого интереса, позтому следует ожи- 
вить его рассмотрением некоторых интересных вопросов, связанных с вычисле- 
нием объемов, подчеркнув однбвременно различие между понятиями: объем 
и поверхность тела. 
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Задача 1. Деревянный дециметровый куб, каждое ребро которого равно 
одному дециметру, окрашен в черный цвет и затем разрезан параллельно граням 
на сантиметровые кубики. Сколько среди них имеется кубиков с одной черной 


гранью, с двумя, тремя, четырьмя и т. д. черными гранями, и сколько кубиков, 


не имеющих ни одной черной грани? > 


Вопрос этот обычно вызывает значительный интерес у учащихся. Задача 
эта несложна, однако весьма часто учащиеся дают озлветы неправильные. Для 
выяснения вопроса следует начать с учета кубиков, ни одна из граней которых 
не окрашена в черный цвет. Выясняется, что дециметровый куб разбивается на 
1009 сантиметровых кубиков, что куб окрашен только снаружи, т. е. по его 
поверхности, а потому окрашенные в черный цвет грани могут быть только 
у кубиков, составляющих наружный слой дециметрового куба. Таким образом, 
наружный слой куба ограничивает другой куб, ребро которого равно 10—2 = 
—=8 ем, следовательно, число неокрашенных кубиков равно 8.8.8 —512. Рас- 
смотрим кубики, расположенные в вершинах дециметрового куба; эти кубики 
имеют по три окрашенные в черный цвет грани, их 8, что соответствует числу 
зершин куба. Кроме того, все кубики, ребра которых совпадают с ребрами куба, 
за исключением расположенных в вершинах куба, имеют по две окрашенных 
грани; таких кубнков у каждого ребра по 8, следовательно, всего их 8.12 -= 96. 
Остается учесть еще кубики. только одна грань которых окрашена в черный 
цвет; такнх кубиков на каждой грани 8.8 = 64, а всего 64.6 384. Кубиков 
с четырьмя окрашенными гранями нет. Итак, имеем: 


неокрашенных кубиков. ен... 912 
с одной окрашенной гранью... ...... 384 
с двумя окрашенными гранями. . еее. 96 
с тремя окрашенными гранями - . .. . 8 
Всего. ...... ..., 1000 кубиков 


Этой задачей следует воспользоваться для решения вопросов: 1) во сколько 
раз объем всех 1000 кубиков больше объема всего дециметрового куба и 
2) во сколько раз поверхность всех 1(00 кубиков больше поверхности всего куба? 

Объем куба равен 1000 см’, куб разбивается на 1000 кубиков, и их объем 
также равен 1000 смз, следовательно, объем дециметрового куба и 1000 санти- 
метровых кубиков один и тот же. 

Поверхность каждого кубика равна 6 см? и поверхность всех 1000 кубиков 
‘равна 6000 см?, поверхность же дециметрового куба равна 6.100 см?, следова- 
6000 
600 — 


тельно, поверхность 1000 кубиков, составляющих дециметровый куб, в 


—10 раз больше поверхности куба. 

Следует указать, что в технике для получения большей эффективности рас- 
пыляют горючее, чем и увеличивается эффективность горения, так как увеличи- 
вается площадь нагрева. Закон этот используется также и в биологии. 


Задача 2. Измерения прямоугольного параллелепипеда выражаются целыми 
числами, объем его равен 64 см3; каковы должны быть измерения Парэллеле- 
пипеда, чтобы поверхность его была наименьшей? 


Разлагаем число 64 на зри всевозможных множителя а, В и с, гле а, Вис— 
‚целые числа, соответствующие трем измерениям параллелепипеда. Находим: 


Объем | Измерения Поверхность 
у 6. = 2(а-- в). 246 
64 —1.1.64 258 
64 —=1.2.32 „195 
64 —=1.4.16 168 
64 —1.8.8 160 
64 =2.2.16 136 
64 —2.4.8 112 
64 —=4-4.4 96 
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Итак, из всех рассмотренных равновеликих прямоугольных параллелепипелов 
наименьшая поверхность у параллелепипеда, ребра которого равны; такой парал- 
лелепипед — куб. Более подробный анализ приводит к такому же выводу. 

Разобранная задача значительно подводит к решению практическнх задач. 
Если, например, требуется вырыть погреб, объем которого равен 64 м3, то вы- 
‚зоднее всего придать ему форму куба с ребром в 4 м, так как площадь его 
нагрева — нанменьшая Из всех возможных равновеликих прямоугольных парал- 
лелепипедов. 

Необходимо иметь в виду, что при решении данной задачи не учитывался 
рям факторов, влияющих н1 получение результата, вполне соответствующего 
действительности, например степень неравномерного нагревания стен погреба и пр. 

Интересно задать учащимся н такую задачу: у какого из всех прямоугольных 


параллелепипедов, в том числе и куба, с одной и той же полной поверхностью, 
равной, положим, 216 м2, наименьший объем, если известно, что все ребра берутся 
в целых числах? 


Отмечаем, что условие: все ребра берутся в целых числах, добавлено в целях 
упрощения вычислений. 


Задача 3. Ребро куба равно 6 м. Найти его полную поверхность и его 
объем. 


— Вычисления дают $, = 216 м? и У==216 м3, Цель задачи — обратить внима- 
ние ‘учащихся на наименование результата. Следует добиться, чтобы учащиеся 
четко уяснили себе, что поверхность выражается в квадратных’ метрах, объем — 
в кубических метрах. 


Задача 4. Построить куб, объем которого вдвое больше объема данного 
куба, ребро которого равно а. | 

Данная задача является одной из знаменитых задач древности и называется 
задачей „об удвоении куба“ или „делийской задачей“. 

Приводим аналитическое решение задачи. Пусть ребро искомого куба 
будет х, тогда объем У куба равен хз, У-=л3; этот объем, согласно условию, 
равен 248, следовательно, хз — 248; решаем кубнческое уравнение 3 — 243 =0 и 


останавливасмся на действительном корне х=ау?; другие два корня; ках 
мнимые, не принимаем во внимание. 
Итак, для построения ребра х куба надо построить кубичный корень из двух. 
Греки, считавшие, что „настоящее“ решение задачи на построение допускает 
только применение циркуля и линейки, в течение долгого времени напрасно 
искали решение данной задачи при помоши 
указанных чертежных инструментов. Это и по- 
нятно, так как ими, как теперь строго доказа- 
но, могут быть построены только такие отрез- 
«г которые выражаются через данные или ра- 
ционально, или при помощи конечного числа 
корней, и притом только квадратных. й 
Следует отметить, что усилия греков най- 
ти решение данной задачи и ряда других за- 
дач, которые неразрешимы циркулем и 
линейкой, привели их к весьма плодотворным 
открытиям. Так, решение делийской задачи Ме- 
нехм (около ТУ в. до н. 9.) дал при помощи 
двух парабол, Аноллоний (около 200 лет 
до н. 3.) — при помощи параболы и круга, НА- 
жомед (около 150 лет до н. э.} — при помощи 
специально им придуманной кривой — так на- 
зываемой конхоиды, Диоклес (около 150 лет 
до н. э.) —с помощью циссоилы, и т. д. Рис. 251. 
Приводим древнейшее, повидимому, реше- 
ние делийской задачи, которое, согласно свидетельству Евдокса, приписывает- 
ся Платону; это решение выполняется двумя угольниками методом так назы- 
ваемой „подвижной“ геомегрии, согласно которому перемещением угольников 
чаходится путем проб определенная точка пересечения двух прямых. 
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Пусть ММ и КЛ — две взаимно перпендикулярные прямые (рис. 251). От 
кладывают на них от общей их точки О отрезки ОАд—=а и ОВ-=Ь, затем 
накладыва‘от на прямые два угольника так, как показано на рисунке, и доби- 
ваются перемещением угольников такого их расположения, при котором уголь- 
ники соприкасались бы вдоль одного из их ьатетов, второй катет одного проходил 
бы через точку Л, а катет другого — через точку В, и, наконец, вершина одного 
угольника лежала бы на прямой ММ, другого же — на прямой КЁ. Если принять 
затем отрезок ОБР =х и отрезок ОС-=у, то легко установить из свойств пер- 
пенликуляра, проведенного из вершины прямого угла на гипотенузу, что четыре 
отрезка а, 6, х и у связаны соотношением: 


а:Х =! У==у: 6. 
Для решения делийской задачи, где х — искомое ребро куба, следует взять 


3 — 
Ь—2а, и тогда х3 — 298 или х=ау 2, что следует из следующих сообра- 
жений: 


а:х==а:х, 
вх х:у, 
а: х = у:2а. 


о После почленного перемножения равенств имеем: 03:3 — аху:2аху или 
48:23 =1:2, так как В —=2а, и, наконец, х3— 243, откуда х==аУ2. 

5. Прежде чем непосредственно перейти к выводу формулы объема на- 
клонной призмы, следует напомнить учашимся, как вычисляется в плани- 
метрии площадь параллелограма. Как в планиметрии коссугольный парал- 
лелограм превращается в равновеликий прямоугольный параллелограм, так 
в стереометрии наклонный параллелепипед, соответствующий косоуголь- 
ному параллелограму, превращается в равновеликую прямую призму. 
Вывод формулы объема наклонной призмы не представляет затруднений; 
он достаточно подробно разобран в стабильном учебнике. 

Объем наклонной призмы равен произведению площади ее перпенди- 
кулярного сечения О; на ребро {: 


У—=О, -/ куб. ел. ° 


Задача. Ребро наклонного параллелепипеда равно а; к нему примыкают две 
смежные грани, площади которых соответственно равны и? и ^? и их плоскости 
образуют угол а == 30°. Вычислить объем параллелепипела. 


Для вычисления объема наклонного параллелепипеда надо знать перпенлн= 
кулярное сечение и боковое ребро его. Перпендикулярное сечение денного 
параллелепипеда — параллелограм, острый угол которого раген 30°. 

Итак, У== О т.р, где О | — площадь параллелограма и /— боковое ребро. 
Обозначим стороны параллелограма, площадь которого О|, через х и у; высота 

У 


ру 
2 


х Е 
указанного параллелограма равна (или =), как катет, лежащий против 


угла в 39°, а потому 


х 
9 = С кв, ед. и = 7.а хуб. ед. 


Задача, клк видим, сводится к вычислению произведения ху. 
Сторокы пагаллелограма сечения являются высотами параллелограмов боко- 
вых граией параллелепипеда, а потому, согласно условию задачи, 


ах 12, 
ау— п?, . ` 
откуда 
ти? 
— р — 
а? ху = т? и ху = в» 
а потому 
ти? ‚2 6 
= `@=— -—5— куб. ед. 
2а2 2а ^ 


к 
[5 
2 


6. Желательно остановиться на нахождении отно- 
шения объемов призм и рассмотреть случаи, когда 
призмы имеют: 1} неравновеликие основания и нерав- 
ные высоты, 2) равновеликие основания, но неравные 
зысоты и 8) равные высоты, но неравновеликие основания, 

Кроме того, следует найти и отношение объемов подобных призм. 

Пусль У и И, — объемы двух призм; О и ©,,Н, и Н, — соответ- 
ствующие им основания и высоты. 

Находим отношение их объемов: 


Отношение 
| объемов призм. 


ИН, 
У О 
Если 9 =. или Н, —=Н,, то . ` 
и _Н и ©, 
ти = или “==, 
„ № У 


Понятно, что учащиеся должны уметь дать надлежащую формулировку 
написанных равенств. 
Если две призмы подобны, ‘то ' 
. 2 2 
а: ь, 1 Н; 9, @\ _ М 


... — и — =— —... = —5 
22 в, РР о @ р " 


а потому, если призмы подобны, то 


и 0, Н, В: _ а} Ш 9:. 
У ыы № &щ в в 
9, 


Итак, объемы двух подобных призм относятся, как кубы их соот- 
ветствующих линейных элементов или как квадратные корни из 
кубов площадей их оснований. 


Задачи и вопросы. 


1. Разность ребер двух кубов равна а, разность их объемов равна тз. Найти 
ребра данных кубов. 

2. Объем призмы, основанием которой служит трапеция, равен произведению 
среднего арифметического площадей параллельных граней на расстояние между 
ними. Доказать. 

3. Диагональ правильной четырехугольной призмы Я образует с прилежащей 
стороной основания угол а = 60°. Найти объем призмы. 

4. В наклонной треугольной призме площадь одной из боковых граней 
равна 77°, а расстояние ее от противолежащего ребра равно а. Найти объем 
призмы. 


5. Площадь основания прямой треугольной призмы равна 2; площади бэко- 
вых траней равны #12, п? и р. Найти объем призмы. 


Указания к задачам и вопросам. 
1. Обозначив ребра кубов через хи х + а. имеем, согласно условию задачи: 
{х + а,3 — х3 —= тз. Решая данное уравнение, находим: 


Зах? + Зах + а = из 
или . 
Зах? -- Зах + (23 — тз) =0 
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__ — За = У 9 —!2а (43 -- п.3) 
= с . 


Отбрасывая отрицательное решение, имеем: 


— За? + У12атз — За 
х — . 
ба 


Анализ решения показывает, что задача иевозможна, если 12а118 — 3а1 < 0 


3 — 
следовательно, при 12413 < За или 4т} < а3 или а> ту 4 задача не имеет ре- 


шения. Точно так же задача не имеет решений, если 12а #3 — 341 ==0 или @3 == 4пл, 
ибо при этом условии х — число отрицательное. 

Итак, чтобы задача имела решение, необходимо, чтобы УТ2ат8 — За 2= 32, 
или 12073 — 344 22 904, или 12ат8 > 1204, или т 2 03 и та. 

В том случае, когда т = а, измерение одного из кубов равно нулю. 

2. Следует провести сечение, перпендикулярное к боковому ребру прчзмы; 
это сечение — трапеция. Обозначив параллельные стороны сечения через хи у, 


х 
находим, что = .й, где й — расстояние между параллельными гранями 


призмы, следовательно, и высота трапеции, полученной в сечениз, Но У= 9-1 


а потому р , 


р 


.й куб. ед. 


где х/— площадь одной из параллельных граней, у{ — площадь другой параллель- 

жи 5 р 

ной грани и —^ — среднее арифметическое площадей параллельных граией 
Итак, предложение доказано. 

3. Чтобы кычислить У== ОЛ, гадо найти и © — площадь квадрата основания, 

и Н— высоту призмы, Согласно условию, в прямоугольном треугольнике 42.8 


Рис. 252. Рис. 253. 


(рис. 252) сторона основания АВ — х лежит против угла в 30°, следовательно, 


42 
х— 5; отсюда находим, что @ = —=-„. Высоту Н находим из треугольника 


4 
ПОВ: №4 — 22, где 2\2 — диагональ основания, или 
4 а? ау? 
1 —— =’. 
Н*=а д=5 и Н= 5 
Итак, 
2 5 31/5 
ау2 
у=он=“. у —4 2,6. ед. 


4. Наклоиную треугольную призму следует дополнить до параллелепипеда 
(рис. 253). Приняв грань В8,С:С за основание, находим: 


1 та 
У= 5 ОН= > куб. ед., 
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так как, согласно условию задачи, площаль основания параллелепипеда равна #17, 
а высота — расстоянне основания ог ребра АА, — равна а; объем же призмь 
составляет половину объема параллелепипеда. 

5. Объем призмы У= ОН= РН куб. ед. 

Обозначив стороны основания через х, уи 2, имеем: 


хН=и?, уН=и и &Н=- 1”, 
откуда 


Ге 


х— 78 __ м на р 
"НН я’ 


Площаль треугольника основания по трем его сторонам выражается так: 


Урр- а) (р-р д=в, 


следовательно, 
в— т и о т 2 — р т —пт- р п р — пр 
2Н 2Н зН 2Н 


или 
1бЫЗА = (и + из ра) (та + па — 29) (та — п? + р) (па ра — т ), 
ИЛИ . 


>= УВЕ ие р) и р (ит па р) ре а) 


Н= т У (ея + р?) (т? + п? — р?) (т? — п? + р?) (п? -+- р? — т) куб. ед. 


Итак, 


ГА 
У=О-Н=у О Я репа р) ия р) (А+ — ид куб. ед. 


Проверяя правильность размерности полученной формулы, находим, что под 
корнем имеется однородный многочлен 8-Й степени, что при извлечении корня 
дает однородный многочлен 2-Й степени, а потому прзвая часть формулы — вы- 
ражение 3-Й степени, что соответствует измерению левой части, так как объем 
У — величина третьего измерения. 


$ 53. Теорема Кавальери. 


1, Помимо рассмотренного выше вычисления объема призм, связанного 
© идеей преобразования тел по равносоставленности, пользуются иногда, 
в особенности в тех исключительных случаях, когда число часов по 
учебному плану недостаточно для проработки как темы „объемы много- 
гранников“, так и темы „объемы круглых тел“, приемом, основаниым на 
теореме Кавальери и являющимся частным приемом, вытекающим из 
метода пределов. 

Бонавентура Кавальери (1591—1647) — итальянский матема- 
тик, современник Кеплера (1571—1630) и Галилея (1564—1642), 
ученик и друг последнего. Важнейшее сочинение Кавальери „Геометрия 
неделимых“ появилось в пером своем издании в 1635 г., во втором, 
дополненном, —в 1658 г., уже после смерти Кавальери. В эт.й работе 
Кавальери изложил элементы и основы своего метода; некоторые допол- 
нения и пояснения к методу неделимых Сыли изложены в работе, 
опубликованной в 1647 г. под названием „Шесть геометрических 
упражнений“. 

Что же такое „неделимые“ и в чем заключался метод неделимых, 
которым пользовался Кавальер:1? 
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Термин „неделимые“ встречается в истории математики со времен 
Брадвардина, английского математика Х!У в.; гоясняя термин „нс- 
делимый“, Брадвардин говорит: „Неделимо то, что уже нельзя разделить. 
Тгк, точка положена неделима“. Кавальери, приводя в начале первой 
книги своей геометрии ряд определений, не дает определения понятия 
„нелелимое“; лашь постепенно, в результате изучения его труда, станэ- 
вится понятным, что Кавальери пользуется „неделимыми“, как особым 
искусственным средством для сравнелия рассматриваемых им геометриче- 
ских образов, и прннимает точки за „неделичые“ элементы линии, 
прямые — за „неделимые“ элементы плоскости, плоскости — за „недели- 
мые“ элементы тела; при этом каждое из „неделимых“ путем „течения“, 
т. е. путем определенного перемещения, может образовать новый гео- 
метрический образ, измерение которого на единицу выше измерения 
„неделимого“, лвижением которого он образован. Вообще, Кавальери 
разлагал всякий геометрический образ на „неделимые“ элементы и опре- 
деление свойств фигур, плоских и пространственных, базировал на отно- 
шенин совокупностей „неделимых“. ? 

„Чтобы найти отношение, в котором находятся между собою две 
плоские фигуры или два тела, — говорит Кавальери,— достаточно найти 
отношение, в котором находятся „все линии“ этих фигур или „все 
плоскости“ эгих тел. Это положение я как бы кладу в основу мозй 
новой геометрии“. 

Не вполне четкие определения, данные Кавальери, а также некоторые 
неправил но выраженные им основные положения, как, например, „линия 
есть сумма точек, не имеющих протяжения“ и другие, вызвали со стороны 
его современников нападки на весь е`о метод, но на ились и горячие 
защитники его метода. Приводим высказывание Паскаля. 

„Все, что доказано верно понятым методом неделимых, может быть 
доказано строго и способом древних; один от другого отличается лишь 
внешним выражением идеи, что не может отталкивать рассудительных 
людей, коль скоро их предупредили, как понимать эти выражения. По- 
этому-то я нисколько не затрудняюсь говорить на языке „неделимых“: 
„сумма линий“ или „сумма ординат“; людям, не понимающим учения 
неделимых, кажется, что представлять площадь фигуры составленной из 
неопределенного числа прямых линий (не имеющих ширины} значит 
грешить против геометрии; это происходит только от недостатка пони- 
мания с их стороны, ибо под этими выражениями подраз)мевается не 
что иное, как сумма неопределенного числа пряуоугольников, образуемых 
каждой ординатой с соответствующей частью оси“. 

Для более подробного выяснения метода Кавальери отсылаем читателя 
к кчиге Вилейтнера „Хрестоматия по истории математики“, вып. 4-й — 
Исчисление бесконечно-малых, изд. 1932 г., в которой приведено дока- 
зательство теоремы о сумме квадратов, построенных на неделимых тре- 
угольника. 

2. Основное предложение, на котором зиждется метод Кавальери, из- 
ложено им в первом предложении седьмой книги его геометрии; оно сле- 
дующее: геометрические образы как плоские, так и пространственные, 
равны по содержанию, если сечения, проведенные в оболх образах на 
равных высотах, дают равные отрезки прямчх илч плоскостей. 

Это предложение принимается в элементарном курсе геометрии без 
доказательства, так как доказательство требует развитого понятия о пре- 
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целе. Строгое доказательство обычно заменяют’ апелляцией к интуиции 
и опытом, убеждающим учащихся в справедлизости высказанного по- 
дожения, 

В школьном преподавании предложение Кавальери, как принимаемое 
623 доказательства, приняго именовать принципом Кавальери; мы все же 
будем именовать это предложение, как это и следует делать, тео- 
ремой. 

‚ Необходимо иметь в виду, что Кавальери методом неделимых подго- 
товил почву методу бесконечно-малых. Однако метод неделимых скоро 
быт заброшен и забыт, как только метод бесконечно-малых Ныютона и 
Лейбница указал более простые пути решения задач на вычисление пло- 
зцадей, поверхностей и объемов. 

Упомянем, что лишь в 1756 г. зеопег (1704—1777) снова стал 
пользоваться теоремой Казальери для вычисления объемов тел, и теорема 
эта стала проникать в среднюю школу. 

В школьном преподавании, теорема Кавальери применяется главным 
образом в Германии; французы, под влиянием Лежандра и его обработки 
Свклида, не являются сторонниками ввздения в школьное преподавание 
теоремы Кавальери; то же следуег сказать и об англичанах, которые до 
последнего времени более или мезее близко придерживаются изложения 
Евклида. 

Ирн использовании в элементарном курсе теоремы Кавальерн предла- 
гаем читать ее так: 

Два тела, основания которых лежат в одной плоскости и высоты 
которых равны, равновелики, если равновелики любые их сечения, 
проведенные на одинаковой высоте параллельно’ плоскостям осно- 
званий, 

3. Прежде чем дать учащимся формулировку теоремы, следуст разъ- 
яснить им показом и постановкой ряда вопросов главные мысли, лежащие 
в основе теоремы; они следующие: 

1) всякое тело можво рассматривать как бы состоящим из сколько 
угодно болышого числа тонких слоев, которые получаются путем сечения 
тела параллельными плоскостямы; 7 

2) эти слои равновелики, если они имеют равновеликие основания и 
одинаковую толщину; 

3} два тела считаются равновеликими, если равновелики слои, из 
которых они составтены. 

Для достнжения большей наглядности при разборе этих положений 
необходимо использовать наглядные пособия: стопу бумаги, колоду играль- 
ных карт, модели треугольной пирамиды или шара, разрезанные на тон- 
кие слои с параллельными основаниями, и другие. Передвижение отдель- 
ных слоев и, тем самым, деформация тел, составленных из тонких слоев, 
должны наглядно показать учащимся, что тела равновелики, если соот- 
ветственно равновелики слои, из которых они составлечы. 

Весьма целесообразно остановиться на рассмотрении некоторых рав- 
нозеликих плоских фигур, рассеченных на части прямыми, параллельными 
основанию фигуры, с тем, чтобы наилучше подготовить почву для вос- 
приятия учащимися формулировки теоремы Кавальери. 

Может быть рассмотрен прямоугольник и параллелограм (рис. 254) 
< равными высотами и равными основаниями, д-е неравные трапеции 
{рис. 255), основания и высоты которых соответственно равны, два не- 


15 Геометрия, ч. И. 2:5 


равных треугольника (рис. 256) с равными основаниями и равными вы- 
сотами, причем в каждом отдельном случае основания кажлой пары 
рассматриваемых фигур лежат на одной прямой и по одну сторону от 
последней. 

Следует затем перэсечь прямоугольник и параллелограм прямыми, 
параллельными их основаниям (рис. 254); на кажлой из прямых, пересе- 


г. ВК (Е 
Рис. 254. Рис. 255. 


кающих обе фигуры, отсекаются отрезки; надо выяснить, почему равны 
1) отрезки прямых, заключенные между сторонами фигур и отстоящие 
от их оснований на одно и то же расстояние, и 2) площади соответ- 
ственных частей фигур, полученные проведением параллельных прямых- 
секуших. 

Следует показать учащимся получение различных по форме, но все 
же равновеликих плоских фигур путем деформации двух разновеликих 


Рис. 257 


фигур с равными основаниями и равными высотами (рис. 257), если 
разбить эти фигуры на части прямыми, проведенными параллельно их 
основаниям и отстоящими от оснований на соответственно одинаковое 
расстояние. 

Такой показ должен помочь уяснить учащимся, что части равновели- 
ких фигур, заключенные между соответственными парами параллельных 
прямых, также равновелики, если равны отрезки сечений, проведённых 
на соответственно одинаковой высоте от ос- 
нований рассматриваемых фигур. 

Следует также показать и пояснить учащим- 
ся, что две равновеликиз фигуры © равными 
основаниями и высотами останутся равновели- 
кими, если одна из фигур после деформации 

Рис. 258. будет ограничена с боков криволинейными от- 

резками (рис. 258), при условии если равны 

отрезки сечений, проведенных на соответственно одинаковой высоте от 
оснований рассматриваемых фигур. 

Подобный показ и разбор позволяют сделать затем вывод: две пло- 
ские фигуры, заключенные между параллельными прямыми, равновелики,. 
если равны любые сечения, проведенные параллельно основаниям на од- 
ной и той же высоте от последних. 
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Когда основные положения тгоремы Кавальери разъяснены на плоских 
фигурах, следует перейти к рассмотрению тех же положений по отно- 
шению к телам. 

Берется прямая четырехугольная призма (рис. 259); пусть высота ее 
равна А. Эта призма разбивается сечениями, параллеяьными основанию, 
на и призм с основаниями, разными основанию данной призмы, и вы- 

=^ 


„Й 
сотой, равной >. Если затем деформировать данную призму Чак, как 


показано на рисунке 259, сдвигув отдельные ее части, то получится 
новое тело, объем которого равен объему данной призмы, так как оно 
составлено из и равных малых призм, на которые сечениями разбита 
данная призма. .` у 

Это положение и соответствует содержанию теоремы Кавальери: два 
тела, основания которых лежат в параллельных плоскостях, равновеликь, 
если равновелики любые сечения, проведенные на одном и том же рас- 
стоянии от основания, параллельно . 
ему. 

Когда это основное положение 
сущности теоремы Кавальери дано 
учащимся и уяснено, можно перей- 
ти к разбору вопросов, касающихся 
вывода формул объемов тел. 

Нужно указать, что рассмотрен- 
ные выше вопросы должны быть по- 
ставлены и рассмотрены лишь после Рис. 259. 
того, как учащиеся уже знакомы 
с основными положениями об измерении объемов тел и с теоремой об 
объеме прямоугольного параллелепипеда. 

4. Первая теорема, доказываемая на основе теоремы Кавальери, есть 
теорема об объеме любой призмы;. доказательство приведено в стабиль- 
ном учебнике. Доказательство основано на сопоставлении любой призмы 
с прямоугольным параллелепипедом, имеющим с той или иной призмой 
равновеликие основания и одинаковую высоту; внимание учащихся должно 
быль главным образом направлено на уяснение того, что сечение любой 
призмы плоскостью, параллельной основанию, равно основанию призмы. 
У рассматриваемых призм и параллелепипеда основанря равны: @ == 
== О, = ©, = О;; также равны и сечения, проведенные на одной и той 
же высоте параллельно основанию, а именно; (==9.==49.=0.; таким 
образом, выполняется условие теоремы Кавальери и, следовательно, лю- 
бые призмы, имеющие равновеликие осковавия и равные высоты, равно- 
велики” отсюда следует, что у =@.Н; У, = 9,Н; У. = ©.Н, так как 
У= ОН, а 9; = ©, = ©, = 4. Итак, . 

объем любой призмы равен произведендю площади ее ссно- 
вания на высоту. 


8 54. Объем пирамиды. 


1. К вычислению сбъема пирамиды можно подойти различными путями. 
Обычный вывод формулы объема пирамиды распадается на три части: 

1) установление леммы: треугольные пирамиды с равновеликими 
основаниями и равными высотами равновелики; 
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2) установление теоремы: „объем треугольной пирамилы равен про- 
изведению площади основания пирамиды на одну треть ее высоты“; 
3) установление, что „объем любой пирамиды равен произведению 
площади ее основания на одну треть ее высоты“. 
Доказательство приведенной выше леммы распадается на две части: 
1) доказывается, что объем пирамиды, площадь основания которой © и 
высота Н, есть общий пре- 
дел суммы объемов входя- 
щих и выходящих призм, 
соответствующим — образом 
построенных, и 2) устазав- 
ливается на основе уже до- 
казанной первой части лем- 
мы равновеликость пирамид, 
основания которых равнове- 
лики и высоты которых 
равны. 
Доклзлдтевль‹ство. 
Рис, 2530. .1) Пусть дана треугольная 
пирамида 5АВС (рис. 260) с 
основанием @ и высотой Н. Делим высоту Н на произвольное число и 
равных частей и прозодим через точки деления плоскости, параллель- 
ные основанию АВС; на треугольных сечениях строим затем входящие 
и выходящие призмы; их основаниями служат сечения, и высота каждой 


Н 
призмы равна > ; построение дает п— 1 входящих призм и и выходя- 


щих призм. 
Если обозначить по порядку, начиная от вершины, объемы входящих 


призм через И, И....., У,„_в, а объемы выходящих призм через 


й 


# ра га А __ / —_ , —__ й 
У, Их... И,» то, очевидно, что У ==И,, И, = У,,..., И _1= У Ь 


так как каждая пара рассматривземых призм имеет соответственно равные ос- 


нования я высоту, равную Ра. ясно, что й-я выходящая призма, объем 


! 
которой \„, соответственно не имеет равной себе входящей призмы, 
Можно записать: 


(ИИ Уз... Ида УИ НИ, +... УИ, 
где у,=0.8 и О основание пирамиды. 


„ ПО мере увеличения числа и может быть сделано меньше какого 

угодно наперел заданного весьма малого положительного числа ев, а по- 
Н 

тому понятно, что и У„=@.- — число бесконечно-малое и У,„< в. 


Принимая во внимание, что 
УЕ и. РУ ани ии, И, ...-Р Ува, 


гле У — объем данной треугольной пирамиды, можем записать, что раз- 
ность между нижней границей и У подавно меньше 2. 
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! ’ р у 
Итак, (ИРУ. +... РУ, 1-РИ,) —У«ь, а потому по мере 
возрастания числа п имеем: 


нт (УЕ-- Из-Ь.. РИ) = И. 
по 
Точно так же находим, что 


с (ИРУ. УИ, 


Первая часть теоремы доказана. Построения, указанные в приведен- 
ном доказательстве, могут быть иллюстрированы на геометрическом 
ящике. 

2) Рассматриваем затем две треугольные пирамиды 5АВС и 5,4. В.С, 
‘основами: которых О и ©. равновелики и высоты которых Н' и М 
равны (рис. 261). 

Тем же приемом, каким были построены выше в пирамиде 5АВС 
входящие и выходящие призмы, строим входящие и выходящие призмы 


Рис. 261. 


в данных двух пирамидах ЗАВС и 5,4.В,С\, проводя на одинаковом 
расстоянии от основания АВС и А,В,С. сечения, параллельные основа- 
ННЯУч. 

Понятно, что сумма объемов выхолящих призм одной пирамиды со- 
ответственно равна сумме объемов выходящих призм другой пирамиды. 

На самом деле, если обозначить выходящие призмы, пирамид 5АВС 
и $ 14184 С} соответственно через У, У, у.,. Ини |9 , , Оз». ..) б», 
то У! =, У. =, .. „== а, Вообще соответствующие призмы у, 


Н 
и | равны, так как имеют равные высоты -- и равновеликие основания: 
1? ‚ 
9, = 9, и 9 = Чт и 9. = 9, потому что основания пирамид 
О и СО’ равновеликие, 
Отсюда заключаем: 
‚ ‚ ы 
И. Ни Ми 
/ ! т — + 
ии... ХИ, 


—=1, 


гле У — знак суммы, и 


т 1 (и+ + У, +... У,) 
о, 1 (И... 0) 
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на основании теоремы: если две переменные находятся в одном и том 
ке отношении, то в том же отношении находятся и их пределы, если 
предел знаменателя не равен нулю. 
ыы нт (И -НУ, НУ, ) = И. 

пит ( аи... И) =, 


ит (НО... НО =, 
п—>06 


у 
а потому и я=Ь откуда находим: И; == И. Итак, две треугольные пи- 


рамиды с равновеликими основаниями и равными высотами равно- 
велики. 

2. На основании рассмотренной леммы выводится затем формула объема 
треугольной пирамиды через сравнение ее объема © объемом треуголь- 
ной призмы, основание которой равно основанию пирамиды и высота 
воторой равна высоте пирамиды; традиционным способом треугольная 
призма разбивается на три равновеликие пирамиды, так что Увр = 


=5 ОН. Прь выводе доказательства необходимо иметь соответствующую 


Рис. 252, * 


разборную деревянную или картонную модель призмы, а также каркас- 
ную проволочную призму, состоящую из соответствующих трех равно- 
великих пирамид. 

Весьма полезно, если сами учашиеся шаг за шагом выполнят на гео- 
метрическом ящике построения, требуемые по ходу доказательства. 

Доклзлтельство. Проводим в призме АВСА,В,С, плоскости 
А. В.С и АВ.С (рис. 262). Они разобьют призму на три треугольные 
пирамиды с вершинами в точке В,: ВАВС, В,А.АС и В, 4. С,С. 
Обозначим объемы этих пирамид соответственно через У, И и И.. 

Пирамиды В. А.АС и В,А,С.С имеют равные основания ААС и 
А,2:С, так как диагональ А.С разбивает прямоугольник АА:С:С на два 
равных треугольника, кроме того, у этих пирамид общая вершина В, 
и основания их лежат в одной плоскости, следовательно, высоты их 
равны. Сечения этих двух пирамид плоскостями, параллельными основа- 
ниям, равновелики (стабильный учебник, стр. 57), а потому, на основа- 
нии леммы, объемы этих пирамид равны: И, == И.. 

Рассмотрим затем пирамиды В, АВС и В, А,С,С; если принять в пи- 
рамиде В.А. С.С за вершину точку С, то основанием ее будет треуголь- 
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ник А,В,С}; кроме того, эти пирамиды имеют равные высоты, следовз- 


тельно, И данные пирамиды на основании леммы равновзлики, И, =1И.. 
Сопоставляя разенства У. = У; и И. = И., находим, что 
И, = И, =И.. 


Но И-НУ, | У. =, т. е. объему призмы, а отсюда непосрел- 
ственно следует, что объем треугольной пирамиды равен третьей части 
объема призмы, имею'цей с ней одинаковые основание и высоту. 

Если основания призмы и пирамиды равны О, а их высоты Я, то 
можно записать: 


Вывод остается справедливым, если дана наклонная призма; и в дан- 
ном случае: 


1 
У пир — 5 Упр В 


Когда доказано, что объем треугольной пирамиды равеи произведе- 
нию одной трети площади ее основания на высоту пирамиды, нетрудно 
уже установить объем любой пирамиды разбивкой ее диагональными сече- 
ниячи на треугольные пирамиды и последующим суммированием их объемов. 

3. Вместо такого громоздкого пути изложения объема пирамиды суще- 
ствует другой более короткий путь; пользуясь им, не надо устанавли- 
вать никаких предварительных лемм. Это доказательство, приведенное 
в стабильном учебнике, восходит к Архимеду и в его трактовке назы- 
вается методом исчерпывания. 

Необходимо указать, что, прежде чэзм приступить к доказательству 
теоремы об объеме пирамиды мегодом Архимеда, полезно вспомнить с 
учащимися свойства сечений, провглезных в пирамиде параллельно ее 
основанию, формулу объема призмы и вычисление предела суммы бе:- 
конечно убывающей кратной прогрессии. Проводя доказательство тео- 
ремы, следуст добиться четкого понимания учащимися, что сумма объ- 
мов двух призм, возникающих при соответствующем построении и вы- 
леляемых из пирамиды, равна одной четверти произведения площади 
осиовзния пирамилы на ее высоту. 

Этим основным выводом приходится пользоваться, чтобы получить 
«лены ряда суммы объемов призм, выделяемых из пирамид: 1) из дан- 
ной пирамиды находим сумму двух равновеликих призм, 2) из двух пи- 
тамил, оставшихся после выделения из данной пирамиды двух призм, 
находим затем 4 равновгликих призмы, 3) из четырех пирамид, остав- 
шихся после выделения призм, находим 8 призм, и т. д. Таким обра- 
зом, выписав получающийся ряд членов, суммируя его и пере’одя к 
пределу при условии, что п — часло членов ряда — безгранично возра- 


<стазт, имеем: 
; (ОН ОН 

Ур т ( ЧИ Ч Чи. НЧ) = 

- он 1 _ 

Ни (та +... Рак) = 


п-50 / 
1 


ОЕ ож 


4 


п>о 
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Ввиду того, что этот путь в прошлом реже употреблялся, у некоторых 
преподавателей можег явиться сомнение в его целесообразности; 
олнако очыт показывает, что доказательство теоремы об объеме пира- 
миды методом Архимеда при тщательной подготовке к нему преподзеа- 
теля вполне доступен учащимся и хорошо ими усваивается. 

4. Более короткий, но менее полный и строгий прнем нахождения объ- 
ема пирамиды освован на теореме Кавальери. Предварительно устанав- 
лавается лемма — треугольные пирамиды с равновелакими основаниями 
и равными высотами равновелики, что является следствием из общей 
теоремы Кавальери. 

В самом деле, плошади сечений, проведенных на разном расстоянии 
от оснований как в одной, так и в другой пирамиде, соответственно 
равны 


Условия теоремы Кавальери соблюдены, следовательно, пирамиды рав- 
новелики. 

После этого переходят к сравнению пирамиды и соотвзтствующей 
призмы так, как указано в первом изложении. 

Нахождение объема многоугольной пирамиды с сснованием (), и вы- 
сотой Н при изложенном способе Кавальери более целесообразно про- 
вести следующим образом: мысленно строим пирамиду с высотой Н и 
основанием (©., где освование треугольник, так что @,==0,. Затем 
устанавливается, что площади сечений, проведенных на равных расстоя- 
ниях от оснований и им параллельных, равновелики. 


Действительно, 


__ 12 __ 1-2 
9, = 9, ` 7 и 93 = из, 


откуда ©, = 9; Последнее указывает, что условие теоремы Кавальери 
1 
‚ 1 
выполнено, а потому пир —=59,М. 


5. Задача. В треугольной пирамиде два пепересекающихся ребра равны каж- 
де а, каждое же из остальных ребер равно #. Вычислить объем пирамиды. 


Пусть $ АВС — искомая треугольная пира- 
мида (рис. 263), и пусть ребра $А и ВС разны 
каждое а, остальные же ребра равны каждое 5. 
Объем пирамилы вычисляется по формуле 


1 
И пир -3з ОН (куб. ед.). 


Из условия задачи следует, что основанием 
АВС пирамиды служит равнобедренный тре- 
угольник; пусть его высота й при посгрееици 
изображения пирамиды расположится парат- 
лельно вертикальной плоскости чертежа. В та- 
ком случае З3Р — высота боковой грани 8$С 
на основании теоремы о трех перпендикулярах. 
Плоскостыо А$Д данная пирамида делится на 

Рис. 2583. две конгруентные треугольные пирамиды САО$ 
и ВАБ$, у которых соответственно равны ребра, 
плоские углы и трехграниые углы. Высотой одной из них служит СО, другой — ВО, 


. а 
ибо ВС | пл. АБ$, и каждая из высот равна =... Остается вычислить пл. 40$. Тре 


угольник $ АР — равнобедренный, так как стороны 25 = ДА, как высоты равных 
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ах 


треугольников ВАС и В$С. Из треугольника СО$ имеем: = "—-, из тре- 
ИА 
угольника же 5АКР находим: Й? = №? — ч— “. и в=- У 49: — 242; таким обра- 


1 1 
вом, пл. 40$ = © = Ч: 5 И 46: — 242 = р У 4? За- (кв. ед.) н объем 


1 —_ рии 
У=?2.-.. ‘у 404 — 24? о = 5 УЗ Эм куб. ед. 


Можно было бы для решения залачи избрать и другой путь, а именно — 
провести из вершины $ высоту на плоскость ссиования АВС; но в таком слу- 
чае следует сперва доказать, что основание высоты упадет на АД, и, вычислив 
сторону $2, которая равна стороне АБ треугольника А$Д, найти боковую гы- 
соту ОК этого треугольника. Указанный путь более сложен, нежели первый, но 
дает, конечно, тот же результат. 

Задача возможна только тогда, когда между числовыми данными имеется 
соотношение 482 — 24% >> 0, или 26% >> а, или а<вУу?2. 

” 6. Следует рассмотреть отношение объемов пирамил. 


Даны две пирамиды, объемы которых У, и И,. Пусть, 


Отношение 1 1 
объемов пи- У, = з 9Н и У, = з ©,Н., тогда 
рамид. У, см, 
У, ЧН, 


Если ©, = О, или Н,==Н,, то соответственно ИУ: У, =Н,:Н, или, 
У: У, = 01: 0.. й 
Если пирамиды подобны, находим на основе тех же рассуждений, 
какие были применены при нахождении отношения подобных призм, что 


У НЗ ов в 
== === -. == ИТ. Д. 
3 3 Е В й 
у Н> ао 5 2 о 

9> 


Итак, объемы двух подобных пирамид относятся как кубы соот- 
ветствующих линейных элементов или как кубы кватратных корней 
из площадей подобных граней. 


$ 55. Объем усеченной пирамиды. 


1. Вывод объема усеченной пирамилы может быть выполнен двумя: 
способами: один из них — аналитический, дугой — геометрический, При 
аналитическом методе объем усеченной пирамиды 
вычисляется, как разность объемов двух полных 
пирамид; вывоЯ этот приведен в стабильном 
учебнике. 

Приводим вывод геометрический; он слож- 
нее, требует для проработки больше времени; он 
может служить темой для работы в кружке. 

1. Вычерчивается прежде всего полная пира- 
мида АБС и в ней проводится сечение А. В.С, 
параллельное основанию, получается усеченная 
пирамида АВСА. В.С, (рис. 264). 

П. Затем проводится плоскость через вер- Рис, 264, 


233. 


анины В, А и С усеченной пирамиды; этл плоскость отсекает от усечен- 
ной пирамиды треугольную пирамиду В, АВС; хорошо выделить эту пи- 
рамиду, отметив ее ребра цветным мелом или карандашом. Объем ее ра- 


1 
вен. пл. АВС.Н, где Н — высота усеченной пирамиды. 


Ш. После этого оставшаяся часть усеченной пирамиды — четырехуголь- 
ная пирамида В.АСС А, — разбивается плоскостью, проходящей через 
вершины А; , Ву и С, на две пирамиды В,А,С.С или СА, В.С и В.А, АС. 


Обьем пирамиды СА,В,С, = пл. 4,8.С,-Н. 


ГУ. Наконец, если провести на плоскости А5В из точки В, прямую 
В.В. || 5А и соединить точку В, с вершинами 4, и С, то получится 
ирамида В,А,АС. Сравним между собой пирамиду В.А.АС и пира- 
‚миду А. АВ.С. 


Пирамила В, А. АС имеет вершину В. и основание ААС, 
» А.АВ,С , ” В. „ ‚ ‘° ААС, 


отсюда следует, что основания их совпадают, но вершины нх В; и В, нахо- 
длятся на прямой В.Б,, параллельной плоскости ААС, ибо В.В, | А.А, 
а потому высоты их равны, следовательно, и объемы этих пирамид равны. 

У. Пирамида А. АВ.С, которую можно заменить равновеликой ей пи- 
рамидой В. АА.С, имеет своим основанием треугольник АВ,С и высоту 
Н, равную высоте усеченной пирамиды. 

Относительно треугольников 4.В,С, и АСВ., имеющих равные углы, 
Д СА,В, = / САВ, можно записать: 


пл. А, ВС: _ А:С,- А. Ву 
пт. АВС ^ АС. АВЬ ' 
чо АВ, =А,Б;, а потому 
пл. А.В.С, _ А.С 
пл. АВ.С — АС (1) 


Чго же касается треугольннков АВ.С и АВС, имеющих равнче вы- 


<оты, то можно записать: 
пл. АВ.С __ АВ, 2 
пл. 45< АВ‘ (2) 


Сравнивая полученные равенства и принимая во взимание, что пряа- 
вые части равенств (1) и (2) разны вследствие подобия треугольников 


пл. А, В.С 

АВС и А,В.С,, оснований усеченной пирамиды, имеем; ЕР ар == 
пл. АВ.С о 

= Я; дАС › Т. ®. площадь АВ,С основания пирамиды А, АВ.С есть сред- 


няя пропорциональная площадей оснований усеченной пирамиды. Итак, 


пл. АВ.С=У (пл. АВС) (пл. А,В,С,). 


Обозначив площади оснований усеченной пирамилы через О иа, 
зимеем: . 


1 1 — 1 Би р 
Уз. вр == 9-Н+ зан .Н=з НО ар 99) куб. ед. 


Та же формула получена была при выводе формулы объема усечен- 
ной пирамиды аналитическим путем. 
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Геометрическое доказательство последней теоремы не только со- 
действует расширению пространственных представлений учащихся. но и 
показывает им, как геометрически получается формула обьема усеченной 
пирамилы, и кроме того, позволяет провести п раллечь между понятиями 
© равновеликих телах — телах, равных по обьему — и о равновелниких 
плоских фигурах — фигурах, равных по площади. 

2. Рассмотрим еще отношение объемов двух усеченных пирамид: 


У Ни (9 + 4! У 0,1.) . 
У Н,(Ф+Ф+У50:4») 


В том случае, когда усеченные пирамады подобны, имегм: 


Взяв ряд равных отношений: 
9: 9: ИО: Я Н} 
© 4 Убм: 4 
находим: ое + Ибн _ 91 44 __ @ 1 _ 
О НУ 9 0 а а Н} 


следовательно 


3 з . 
ини а а п_ 
№4 № в В `` в" 
2 4 


Итак, объемы подобных усеченных пирамид относятся, как кубы 
их линейных элементов или как кубы квадратных корней из пло- 
щадей полобных граией. 

3. Формула объема усечензой пирамиды встречается в древнейшем еги- 
пегском папирусе Голенищева, хранящемся в Музее изящных искусств 
в Москве. Одна из задач на вычисленае объема усеченной пирамиды, 
р ссматриваемая в папирусе, приведена во второй части стабильного 
учебника. ` 

У греков вопросы, касающие ‘я усеченной пирамиды, встречаются в пер- 
вом столетии до начала нашей эры у Герона. 

Герон дает примеры точного вычисления объемов не только полных 
нирамил, но и усеченных, основания которых квадраты, прямо, гольные 
или равносторонние треугольники, а также правильные многоугольники. 
Приводим вычисление объема празильной четырехугольной усеченной пи- 
рамиды, данное Героном. 

Если обозначить, пользуясь современной символикой стороны квазра. 
тов оснований соответственио через а, и а,, высоту через Н и боковое 
ребро через 6, то высота ЕЁ и объем усеченной пирамиды выразятся так: 


н=У ее -а и у=Н(9+3(% 59) 
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Инлусские математики, сделавшие, вообще говоря, весьма мало для 
развития стерзометрии, все же дали формулу для вычисления объема усе- 
ченной пирамилы. Однако формула эта неверна, Так Ариабхата (род. 
в 476 г.) вычисляет объем усеченной пирамиды, как половину произве- 
дения площади основания на высоту. 

Брамагупта (род. в 598 г.) дает следующие три формулы лля 
вычисления объема усеченной пирамиды, основания которой квадраты: 

1) Объем И, равен произведению высоты пирамиды на площадь квэд- 
рата, сторона которого равна ср›днему арифметическому сторон осно- 
ваний, 


У =. (3%), 


где а и а, — соответствующие стороны оснований. 
Эта формула предназначена для практических целей. 
2) Обьем И, равен произведению среднего арифметического площа- 
ига 
—^. 


дей оснований на высоту У, =Н 


Данная формула точнее предыдущей. 
3) Объем У, равен объему И,, полученному применением перзой 


формулы и увеличенному на -- разности между объемом И,, получе !- 


ным по второй формуле, и объемом И,, полученным по первой фор- 
муле, В современных обозначениях данная формула запишется так: 


. У. У 
И; = и . Эта формула по сравнению с предыдущими не только 
бслее точна, но дает точную величину объема усеченной пирамиды, ос- 
нования которой квадраты. 

Действительно, подставив в последнюю формулу вместо И; и И, 
соотвегствующие их значения, имеем: 


аа \? 1 а? -- а аа)? 
= [15 + — | |= 


2 
4> 


1 1 
| 541+ 5 & 1 — 5 719. — 5 4) — 
1 
=5 Н (а? + аа, а). 


Впервые формула объема усеченчой пира- 
миды в том виде, в каком она обычно дается 
в настоящее время, встречается у Леонарда 
Пизанского (1220), конечно, не в совре- 
менной буквенной символике, До ХХ в. редко 
встречалась в учебниках формула объема усе- 
ченной пирамиды и еще реже — ее доказатель- 
ство. 

4. Остановимся еще на формулах объема усе- 
ченной пирамиды, которые мы встречаем у егип- 


Рис. 265. тян. Объем усеченной пирамиды равен или 
произведению среднего арифметического пло- 
щадей оснований на высоту, у =8 5 Т.Н, или произведению площади 


среднего сечения на высоту, У, = О.М. 
2.6 


Как видим, египтяне пользовались для вычисления объема усезенной 
пирамиды формулами, аналогичными формуле, по которой вычисляется 
площадь трапеции. Этими формулами пользуются и в настоящее время 
в некоторых случаях для ускорения вычислений. Остановимся на послед- 
них формулах Иуи У, и выясним, как велика ошибка, если вычислить 
по ним объем усеченной пирамиды. 

Находим Оср. Из рисунка 265 видно, что 


о (+) о И н. 
р {1 Г мер — Н . 
тои 9 = (5+1) ИЕ ВЫ 
по 
У _Н- в Уб-Уа _Н 
Ув м т’ 
а потому 
и. Уо-Уг — — — 
— = == 1 или 2 ср = 
слехловательно, 
Ив = "9 УЯ и 9 =4 (а--9--3и 94) 


и = (О-а--2И 99. 

Вычисляем разности 1) У, — Ки 2) У И,, где У — действитель- 
ный объем усеченной пирамиды — равен З ( (< аи): 
Пиф. Н— (ОИ Н 

—=5(39- 34—29 —29 —2И 99 =5 Н(-+9—2И 92; 

2) уф и, = (ОНИ Нч (@ч-2И в н= 
НО 9-4 94—39 —39—6У@9) = 5 Н(9--9—2У 94. 


Сопоставление полученных результатов показывает, что в пзрвом слу- 
чае абсолютная ошибка вдвое болышз, чем во втором, следовательно, 
е:ли вычесть из У, —И удвоенную разность У — И», то получится 0. 
Итак, 

И — И—И-ЗУ, = 0, 


откуда 
ЗИ, +21, = 99. Н-- 20. Н 
Или 
Н 
У =- (9-9 44%»), 
или 


= (99-40). 


Получезный результат представляет собоо объем усеченной пира- 
миды, вычисленный по формуле призматоида (см. ниже}. 
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Можно предложить учащимся доказать тождественность последней 


формулы с полученной ранее формулой = Н(о--а-гу 97, т.е. до- 
казать тождество 


5 Н(О--9-+ 40.) = НО +а-+И 9. 


Доказательство. Деля обе части равенства на г Н, имеем: 
9-94 10, =29-+ 4 -+2У 91, 
или 40% =@--а--2У 94, Ели 40 =(ИО-Уа или, наконец, 


те] —\2 
О‹ь == (езут) ‚ т. е. надо доказать, что площадь среднего сече- 


я —\2 
ния равна (ет). 

Зная, что Фи (рис. 265), находим, что ИИ, или 

_ Я 9 
Уч _Н уб Н НУ4. 
= 11 или < —1|=—=-- , откуда = =^_^=. С другой сто- 
у И уу ^^ 
роны, зная, что 8 — И» (рис. 265), имеем: уе ии или, 
В (5 Чл Учь, в 
подставляя найденное значение для й, получим: 
” а 
— Н- 
УЧ Туду 
И» Н НУг 
Туду: 
2 'УО0-—У1 
После соответствующих преобразований имеем: 
Уо (ОУ + Тя )-2 2,9 Ц 
и“, Уб-—Уа-2Уа У чу Уч» Уч чуУа”’ 
[ 

откуда У© --У4 =2У Че или ив =" УТ и, наконец, @== 


— (о +4 


“)' ‚ что и требовалось доказать. 


5. Вычисление объема усеченной треугольной призмы. 

Под усеченной призмой имеют в внду призму, 
основания которой не параллельны. 

Пусть 24,8.С.А,В.С, — треугольная  усеченная 
призма; ее основания не параллельны (рис. 266). Про- 
водим через вершииы А}, Вьи С, призмы плоскость; 
она отсечет от призмы треугольную пирамилу В,4,8.С.; если площадь 
ее основания равна ©, а высота Н,, то объем‘ полученной пирамиды 


Усеченная 
треугольная 
призма. 


равен 3 ЧН». Пересечем затем оставшуюся четырехугольную пирамиду 
В.А.С,С,А, плоскостью, прохолящей через вершину В. и диагональ 4. Ст 
основания А, С. С,А.. Эта плоскость разделит четырехугольную пирамиду 
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В.4А,С,С.А, иа две треугольны пирамиды: пирамилу В,А,С,С, и пира- 
миду В.А, А.С). . 

Соединим вершну С, © вершинами А; и В, и сравним пирамиду 
8.А.С.С, с иирамидой С.А,В,С\. Примем В, и В, за вершины этих 
пирамид; эти вершины лежат на прямой В,8,, параплельной грани 
А.С. С.4,; основания этих пирамид — треугольники с 
А.С С. и А.С. С; эти треугольники равновелики, 
так как имеют общее основание С.С, и их вер- 
шины лежат на прямой А.А., параллельной осно- 
ванию С.С»,, поэтому их высоты равны. Итак, пи- 
рамила 5, А.С) С. и пирамида С.А. В, С, или В.А. С,С. 
имеют равновеликие основания и равные высоты, 
следовательно, они равновелики, а потому обьем 
пирамиды В.4А.С.С, равен объему пирамиды 


С.А. В,С,= 3 ОН,, гдз @ — площадь сснования 


призмы, а Н, — расстояние вершины С, ог пло- 

скости основания. Рис. 265. 
Соединим затем вершину А, с вершиной В; 

и сравним между собою пирамиды 2В.4А,4.С, и 4,4. В,С,. 

У первой из этих пирамид взр.нина В и основание 4,4. С, у вто- 
рой — вершича В, и основание А. А.С); их основания равны, а вершинье 
В. и В, лежат на прямой В.В,, параллельной плоскости их основания; 
следовательно, эти пирамиды  равновелики и объем пирамилы В.А. А.С) 


равен ы онН.. 


Вывод: Объем усеченной треугольяой призмы равен сумме 
объемов трех пирамид, общее основание которых — одно из оснс- 
ваний треугольной призмы, а взршины — три вершины другого ос- 
нования призмы. 

Итак, обьем треутотьное осетин призмы 


и ОН, -- + 9Н,-- ОН, = О.Е, 


т. е. объем треугольной призмы разен произведению площади ее осно- 
вания на среднее арифметическое расстояний вершин другого основагиж 


от плоскости първого основания. 
Па - Нь + Не 
3 


Известно, что 


ника А,В.С, от плоскости 4.8.С,, а потому объем усеченной тре- 
угольной призмы равен произведению площади основания и пер- 
пендикуляра, проведенного к этому основанию из центра тяжести 
другого основания, 

Желательно иметь соответствующее наглядное пособие, лучше кар- 
касную модель, а также использовать геометрический ящик. 


есть расстояние центра тяжести треуголь- 


8 56. Объем правильных многогранников. 


Объемы правильных тетраэдра и октаэдра вычисляются по формулам 
©бъема пирамиды. 
у УЗ 


1) Объем правельчого тетраэтра = ОН. Но @ == 4^› Ге 


а — ребро тетраэлра. Высота Н тетраэдра находится из треугольника $0С 


{рис. 267), в котором „ 
р . __ 2 213 _аУз -и ‚ 39 аб 
50 ==а; ОС —= 3 . р — 3 } Н= а 9 3 


и, следовательно, И == Е р ‚275 = 15-03. И? куб. ед. 

2) Объем правильного октаэдра равен сум- 

ме объемов двух правильных четырехугольных 

пирамид, все ребра которых равны а. Высота 

ау 
2 


каждой из них равна ‚ а площадь осио- 


вания @а°, а потому 
у —2 1 аа 42 
8173 2 3 
Рис. 267. 3) Объем правильного гексаэдра — куба — 
равен а3. 

4) Объем правильного двадцатигранника (икосаэдра) можно вычислить, 
фазбив его на 20 равных правильных треугольных пирамид, сторона 
оснований которых — а, а высота — расстояние центра многогранника 

ауз ИЕ 
до его грани, равное и {3И5); 


куб. ед. 


у —20-1. УЗ вуз 8 НИЭ= 2, 3 (3--У5) куб. ед. 


12 


5) Объем правильного двенадцатигранника (додекаэдра) получается, 
„если разбить его на 12 равных правильных пятиугольных пирамид, сто- 
фона оснований которых равна а, а высота — расстояние от центра 


а 5ИУ5 
многогранника до его грани, равное =, —ю—; 


У, = 5--ТИбБ) куб. ед. 


Задачи и вопросы. 


1. Всякая плоскость, проходящая через диагональ параллелепипеда, делит 
тараллелепипед пополам. Доказать. 

2. Биссекториая плоскость ‘двугранного угла треугольной пирамиды делит 
противолежащую грань на две части, площади которых относятся, как площади 
граней, образующих двугранный угол. Доказать. 

3. Центры граней куба являются вершинами правильного вписанного в него 
октаэдра. Какую часть объема куба составляет объем октаэдра? 

4. Площади двух граней треугольной пирамилы т? и п? и их общее ребро 
а; двугранный угол между даинымл двумя гранями а = 30°. Найти объем пи- 
рамиды. 

5. Основание пирамиды — параллелограм. Площади двух боковых граней — 
11? и п, их общее ребро — а и двугранный угол при ребре а равен а = 150°. 
Найти объем пирамиды. 

6. Высота пирамиды разделена на три равные части. Найти, в каком отноше- 
нии делится объем пирамиды плоскостями, параллельными плоскости основания. 

7. Плоскость, параллельная плоскости основания, делит боковую поверхность 
пирамиды пополам. В каком отношении делится объем? 

8. Дан куб, ребро которого а. Плоскостями у куба срезаны при его верши- 
чах трехгранные телесные углы пирамиды так, что все ребра пирамид, исходя- 
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щие из вершины куба, равны. Объем образовавшегося многогранника равен > 


объема куба. Найти боковые ребра отсеченных пирамид. 

9. Усеченная правильная четырехугольная пирамида из песчаника, удель- 
ный вес которого 8==2,5, весит р кг. Высота пирамиды — Я дм: сторона одного 
из оснований больше стороны другого на п дм. Найти ребро пирамиды и ее бо- 
ковую поверхность. 

10. Стороны оснований правильной усеченной четырехугольной пирамиды 
равны аи 6 (а>6), высота ее — ЯН. На какие части делится объем пирамиды 
плоскостью, проходящей через точку пересечения диагоналей пирамиды парал- 
лельно плоскостям ее сснований? 

11. Как относятся объемы двух кубов, вписанных в правильный октаэдр 
так, что вершины одного находятся на ребрах данного октаэдра, а вершины дру- 
гого лежат в центрах граней октаэдра? 


Указания к вопросам и задачам. 


1. Пусть дан параллелепипел 4,8.С.0.А,В.С.О, и пусть в нем проведены 
его диагонали В: и Д,Вь (рис. 268). 

Через диагональ В,0. проведем какую-нибудь плоскость, положим К,В; КО. 
Рассмотрим сперва диагональную плоскость; она пересекает поверхность Парал- 
лелепипеда по ребрам В, Вь и Д.О. и по днагоналям 610; и В.О. граней А.В. СД, 
и А.ВьС.Оь. Диагональная плоскость удовлетворяет условию задачи, она делит 
параллелепипед на две равиые конгруентные части — 
на две равные треугольные призмы. Указанное свойство 
диагональной плоскости параллелепипеда следует сопо- 
ставить со свойством диагонали параллелограма. 

Итак, 1) диагональ параллелограма — прямая, 
проходящая через противолежащие его вершины, — 
делит параллелограм пополам; 2) диагональное се- 
чение — плоскость, проходящая через два противо- 
лежащих ребра параллелепипеда, — делит параллеле- 
пнпед пополам. 

Из планиметрии известно, что любая прямая, 
проходящая через цэнтр симметрии параллелограма, 
делит параллелограм на две равные части. 

Естественно предположить, что и в стереометрии 
имеет место для параллелепипеда аналогичная теорема, 
теорема: любая плоскость, проходящая через диаго- Рис. 238. 
наль параллелепипеда, делит параллелепинед на две 
равные части. 

ДоклзатЕЛЬСТВО, Допустим, что эта плоскость есть плоскость А,В. Ко. 
Прежде всего установим, что фигура сечения — параллелограм. Пусть плоскость, 
проходящая через диагональ В, параллелепипеда, пересекает одно из ребер, 
положим А,4., в произвольной точке К; (если точка взята на ребре диагональ- 
ного сечения, то само диагональное сечение будет искомое и, следовательно, 
теорема верна), тогда В.К; — прямая, по которой плоскость пересекает переднюю 
грань параллелепипеда и К\2 — прямая, по которой плоскость пересекает левую 
боковую его грань. Плоскость, проходящая через диагональ ВД и точку Кь, 
пересекает две параллельные плоскости АО: А). и В.С.ВьСа по параллельным 
прямым, а потому, проведя н1 грани 8,С.В,С. прямую В:К, параллельную КО», 
получим вершину Ко сечения На ребре С\С,, и, следовательно, прямая К»О% на 
задней грани принадлежит сечению и замыкает по поверхности параллелепипеда 
контур сечения. Фигура К\В\К.Рь — параллелограм, и плоскость сечения пересе- 
кает только 4 грани куба. Параллелограм получится, в какой бы точке ребра 
А; Аз ни лежала точка К}; лишь в том случае, если точка К, лежит в одной из 
вершин параллелепипеда, получится одно из возможных диагональных сечений. 

Заметим, что В.Д. служит днагональю параллелограма, а потому другая его 
диагональ КК. также пройдет через точку пересечения диагоналей параллеле- 
пипеда. > 

Итак, параллелепипед рассекается плоскостью К,;В.КоО. на два многогран- 
ника Ги П, которые вызерчиваем отдельно, заштриховав в каждом из них сече- 
ние АВК), (рис. 263а). Если повернуть [ многогранник и вложить его во И 
так, чтобы грань А»85СзО% совпала с равной гранью .4,В.С.0; (вершина А, © С,, 
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В, с ПГ ит. д;}, то ребра А.К;, ВьВ; и СзКь пойдут по ребрам С.К, 2)» 
и А.К,, так как они образуют равные углы с совпавшими гранями, и совпадут 
с ними, так как все они одинаковой длины; совпадут также и плоскости сече- 
ния, следовательно, оба многогранника совпадут, и параллелепипед разделится 
плоскостью сечения пополам. Совпадеиие многогранников можно доказать и сле- 
дующим образом: соединив вершину В» с вершинами Д., К; и Аз, получим для 
Г многогранника три пирамиды: ВоВ. К.ОзК:, ВеКоСоОь и В. ОАК; соединив же 
вершину ЛД, с вершинами В, К; и Ка, получим для Ц многогранника три пира- 
миды: [4В. КСК, О.К, В, и Р.В, С.Кь. Легко обнаружить, что эти пирамиды 
равны: первые две пирамиды В.В\.Ко Г.К: и О;ВзК»СэКа, так как у них все эле- 
менты равны, совмещаются; нетрудно убедиться, что совпадут и две другие пи- 
рамиды, следовательно, и оба многогранника равны, а это значит, что паралле- 
лепипед делится плоскостью сечения пополам. , 

2. Строим треугольную пирамиду $АВС и проводим в ней биссекториую 
плоскость ЗАД. Эта плоскость делит тетраэдр на две треугольные пирамиды: 


Рис. 268а. Рис. 269. 


РА$С и РАЗВ (рис. 269). Высоты этих пирамид равны, так как любая точка 
биссекторной плоскости, в том числе и точка /), отстоит от граней АЗ5Си АВ 
на одно и то же расстояние. В силу равенства высот объемы пирамид относятся, 
как площади их оснований, а потому 


Урдзс — пл. 4$Сс (1) 
Уразв пл. АЗВ* 


Рассмотрим затем те же пирамилы, приняв, однако, за их вершину точку А, 
т. е. пирамиды АЗВО и АЗОС. Так как у этих пирамид общая вершина А, то и 
высота у иих общая, а потому 


Улзрс пл. $2С (2} 
Удувв пл. 3ВО` 
Сопоставляя равенства (1} и (2), находим: 
пл. $РС _ пл. А5С 
пл. $5ВО” пл. АЗВ` 


Если, наконец, принять 3з вершину точку $, то получим пирамиды ЗАРС 
и $ АБВ; у них равные высоты, следовательно, 


ИУбдрс _ Пл. Арс (8 
Усдрв _ пл. АДВ* 


Сопоставляя равенства (1), (2) и (3), находим: 
пл. $ОС _ пл. 4$С _ пл. АБС 
пл. ВО” пл. АЗВ` пл. АРВ” 


Теорема доказана. Следует обратить внимание учащихся на полиую аналогию 
данной теоремы с соответствующей теоремой планиметрии: биссектриса внутрен- 
него угла треугольника делит сторону треугольника на части, пропорциональные 
двум другим сторонам. 
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3. Обозначим ребро куба через а, тогда Укуба = @3 куб. ед. Ребро октаэдра, 


аи? 
2 


построенного согласно указаииям задачи, равно 


‚ ось же октаэдра равна 


аУ?2. Находим объем октаэдра, состоящего из двух пирамид: 


1 Га \ а 228 а 2 
УЕ 2-. ( 5 ).4=2. 4‘ 5 = 5 куб. ед. 


Э 


Итак, объем октаэдра равен одной шестой части объема куба. Интересно 
отметить, что если предложить кому-либо определить по рисунку куба, в кото- 
рый вписан октаэдр, какую честь куба составляет октаэдр, обычно отвечают: 
октаэдр составляет, примерно, половину или треть куба; однако, как показывают 
вычисления, октаэдр составляет только одну шестую часть куба. 

4. ад Построение. Строим треугольную пирамиду $АВС (рис. 270); пусть 
площадь грани АВС —= т? и площадь грани А$5В == п?; высота $5О | плоскости 
АВС и ОК | АВ, и, на основании теоремы о трех перпендикулярах, 5К | АВ; 
согласно условию Д $КО =«а-== 30° и АВ =а. 


5) Решение `^ 1) у=З ОН вн. 
Н=? 
.9 2 
2) ДЗОК. $К=2Ы. 3) Д АЗВ. м = 
1 п т.п? 
и — 2. — 
4) \ 3 7? 5 = а куб. ед. 


5. Строим четырехугольную пирамиду 5АВСР (рис. 271); пл. $АР = т и 
пл. $ОС = 1; общее их ребро $2) -=а и двугранный угол А$ОС == 150°. 

Если провести диагональное 
сечение 5АС, то четырехугольная 
нирамида $АВ- разделится на дее 
равновеликие треугольные пира- 
миды. Используя прием решения 
предыдущей задачи, находим; 
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У= За куб. ед. 


6. Пусть высота пирамиды раз- 
делена на три равные части и че- Рис. 970. Рис. 271. 
рез точки деления проведены пло- 
скости, параллельные осиованию. 
Обозначив объемы трех пирамид, считая от вершины, через У, У и Уз, объем 
всей пирамиды через И и высоту ее через Д, находим: 


у Н 1 
у. == 27, откуда У; = 57 у. 
27 
У НЗ 27 8 Т 
= -==-., откуда Ия и И=ая У. - 


ИИ (2) 8, 


19 
Наконец, И; = И— И, — У, =57 У; получаем искомое отношение: _ 


У: М: У, == 1:7:19. 


7. Пусть плоскость, параллельная основанию, делит боковую поверхность 
пирамиды на две равные части, обозначим их через $; и $, а объемы отдельных 
частей пирамиды, боковая поверхность которых $1 и $, соответственно через 
ИУ; и У, части же, на которые делится вся высота Н пирамиды, — через Й; и Я» 
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Плоскость отсекает от данной пирамиды пирамиду, ей подобную; из подобия 
Пирамид находим: 


а) За ди ба 2, так как $: == $: или ИЕ =У2. 


$1 т? 22 в 
О И ИИ уу 
\ 1 и и 
/ —_ а — 
1+ =2У5 откуда РУ 1. 
4 4 


8. Длину боковых ребер отсеченных пирамид обозначим через х и примем 
одну из граней пирамиды — прямоугольный треугольник с катетами хих— 
за основалие пирамиды; понятно, что и высота отсеченной пирамиды также равна 


й 1 м хз 
х, а потому объем одной пирамиды равен 7 Я=ъ, объем же всех восьми 
8х3 4 „ 4 з а3 
пирамид равен 3 х3; согласно условию, 3% = › где 43— объем куба» 
а потому; 
„_3/ 38 _а3/ 5 
— 412 п‘ 
а 


При п=б ребро х = -5`. 
9. Вычерчивается усеченная четырехугольная правильная пирамида (рис. 272). 

Р 
Из условий задачи вычисляется ее объем, У=-; дмЗ. Задача должна быть 


использована для повторения с учащимися состношения между весом тела, его 
удельным весом и объемом. 

Требуется найти ребро и боковую поверхность пирамиды. Обозначим сторону 
меньшего основазия через х, сторону большего основания, согласно условию 
вадачи, через х-- п, и, наконец, боковое ребро через ‚у. 


Итак, надлежит найги х, уи бек Р.В, где Р, =4(х--п), Рь=4х 
и р-—ап фема пирамиды. 

След‘ет иметь в виду, что при решении задач на усеченную пирамиду вы- 
деляют обычно для большей наглядности или 1) диагональное сечение — обычно, 
ссли требуется найти угол наклона ребра к пло- 
скости основания, или 2) сечение, проходящее че- 
рез две противолежгщие апофемы пирамиды,— 
обычно, если требуется найти угол наклона грани 
к плоскости основания, или 3) сечение, проходя- 


4, 0, хуТ. [9 


Рис. 272. Рис. 272а. Рис. 2726. 


щее через ребро и противолежащую апофему,— при нечетном числе граней, и 
вычерчивают отдельно требуемое сечение в вертикальной плоскости чертежа. 

Для нахождения х, Би й — высоты усеченной пирамиды — вычерчиваем от- 
дельно сечение К2./ММ — второе из указанных сечений (рис. 272а). Для получе- 
ния у используем диагоиальное сечение АА,С:С (рис. 2726), 
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. Решение. 1) Проводим в сечении КЁММ высоты ММ, и ММ, трапеции; 
из треугольника М/М:Ё находим: 


так что 
а С: О 
ь=у =” = Ут, 


2) Проводим в трапеции АСС,А, высоты СС. и А.А в находим из тро- 
угольника ССС: 


— 9 5 \3 
ин (ЕТУ У?) или = (" =”), 


= 


откуда 
У = Ул 22 


3) Из трапеций, полученных в сечениях, не удается найти х; для нахождения 
х используем формулу У=з. 


Объем пирамиды х = в [(х лм -х(х-- пт], откуда находим д: 


т=% (3х2 - п? +- 3хи) или Зла + Зхп + п? — > —=0, 
Зёлл? -- Звйпх -|- (изв — ЗР) =0 
и 
_ — 38/п + У98аи? — 12818,21 ЗР) _ — Зап + У3688Р — Зваваля _ 
*— 63и 68й `— 
_ Уз" (22 — 8вл?) — зёии “ 
— би , 
Отрицательное решение х отбрасываем, 
4) Находим боковую поверхность: 
1 
бок = 5 (4х + 4х {+ 41) = 2(2х п) = 
ы — 3)— 35 о 
2 [2 (12Р би )— Зап "| Туз = 
ст тии у =" ) (4#2+ п?) 
= ЭР — ип) (АЙЗ-- п) == ТТ кь ед, 
55 УЗ (12Р — &/т?) (4й?-|- п?) 9 кв, ед 
$ 


А“ ай 0 
Рис 273. . Рис. 273а. 


10. Допустим, что пирамида уже построена, и ее основание /.В,С, 0; спроек- 
тировано на плоскость основания АВСР (рис. 273). Рассмотрим полученную 
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правильную четырехугольную призму А; В.С'О,А5ВеСъГ, сторона основания кото- 
рой равна В и высота 2; диагональ основания этой призмы равиа тогда 6 И2, она 
же является диагональю верхнего основания пирамиды. 

ПостроЕНИя. Строим правильную четырехугольную призму по данной 
стороне ее основания $ и высоте Ы. Продолжив затем диагональ основания так, 
чтобы ОА-— ОС = ОВ =Ор-—=аУ>, где а — сторона нижнего основания усе- 
ченной пирамиды, проводим через точки Аи А, Ви В, СиС, ри Ру, пря- 
мые, и тогда получим искомую пирамиду. Если п строение выполнено правильно, 
то пзодолжения боковых ребер усеченной пирамиды должны пересечься в одной 
точке, точке $5. 

Согласно условию задачи требуется еще провести через точку пересечения 
О, диагоналей усеченной пирамиды плоскость, параллельную основаниям; для этого 
проводим в плоскостях диагональных сечений А$С и В$) через точку пересе- 
чения О. прямые КМ! АС и ЕМ№|| ВО и через эти прямые заданную плоскость 
КЕММ. 


Решение. Объем данной усеченной пирамиды У=+ Н(е- 2 - аб) 


делится плоскостью КД.ММ на две части. Обозначим объем одной части через И,, 
другой — через У.. Для вычисления объемов У; и И. требуется найти площадь 
О плоскости сечения и высоты пирамид О,О.=х и ОО. =Нр— х. Обозначим 
высоту $0, через й и сторону КЁ сечения через у, так что ©@ = К/2 = у®. 

В целях более наглядного выяснения зависимостей между отдельными эле- 
ментами фигуры следует вычертить отдельло диагональное сечение А$С с теми 
отрезками, которые требуется найти (рис. 273а). 

1) А4О.С ФА А,О.СЬ а потому 


9 — 
ау И ® или “Я, Нет, *— ° 0) 
Бу2 х ь х Хх а? 
2) ЛАСС ФА 0СМ, а потому 
2 _Н и, 24а _ На+ь. — 298. 
Ух у ь.Н ’ а-+е @) 
7 


3) Найдя значения для х и у, Находим: 


1 вН 2ав \? 2а62 
ИЕЗНИН = Е [( ы у+ы+ ы |= 


а 6 акне 
1 ЬН (2 - 222 -- 2453 - 64 -+- 20282 -- 2") 
З‘а+ь (а + 5 
$35 
ль : з — 
+5) (7426? -- 463 -- 84) ар (Таз -- 4а6 + 5?) куб. ед. 
Н-—х 


Так же находится и У, — 


` 


Е (23 {- у2-- ау) куб. ед. 


11. Согласно условиям задачи вычерчиваем октаэдр и впи- 
санные в него два куба (рис. 274). Ребро октаэдра обозначим че- 
рез а. Ребро куба, вершины которого лежат в центрах граней 


: 5 1 5- 
октаэдра, равно 5- оси окта›дра, равной а У2, т.е. 5 аУ2, а 


23у 


— 3 р 
потому объем этого куба И, = (1 а уз) = тазу 2. куб. ед. 


= 
(стоит только пересечь октаэдр плоскостью, проходящей через 
противолежащие апсфемы его граней, чтобы убедиться в этом). 
Проведя ‘затем сечение через противолежащие ребра октаздра и обозначив 
ребро куба через х, находим: 


Рис. 214. 


_ 412 
ау? 2 — = 
— = — или У? -—ах=аху2, 
ху? ау? _х у у 
2 2 


откуда 


ты -=гУ(У2-1) 


Итак, объем куба, вершины которого лежат на ребрах октаэдра, равен 
У — {а У? (И2— 18 =248 У? (2 У2—3.2+3 и2— = 
= 28 У? (5У2— 7). | 
Находим отношение объемов У и У, кубов: 


— — 282 — 1 
и: У, = 243 2 БУ 7:27 БУТ: 1. 


8 57. Призматоид. 


1. Призматоидом называется вообще всякое тело, имеющее пря- 
молинейные ребра, концы которых лежат на двух параллельных 
плоскостях Р и © (рис. 275); при этом в сечении такого тела лю- 
бой плоскостью, параллельной плоскостям Ри О, получаются прямо- 
линейные фигуры. 


Рис. 275. Рис. 276. 


Полезно изготовить с учащимися модель призматоида. Для этого 
устанавливается вертикально стержень (рис. 276); на него надевают две 
дощечки из фанеры или картона, представляющие собой модели плоско- 
стей Ри ©, причем отверстия в дощечках делаются с таким расчетом, 
чтобы моделн плоскостей Ри © держались на стержне и могли бы быть 
практически параллельнымн. На Ри © берется любое число точек, на- 
пример на Р три точки: А, В и Сина © четыре точки: М, №, Ки/. 
Через отверстия, которые делаются в отмеченных точках, пропускают 
шнуры, и для того, чтобы они были всегда в натянутом положении, 
к каждому из шнуров в конце его привешивается по небольшому гру- 
зику. Шнуры прикрепляются к точкам А, В и С и пропускаются через 
отверстия К, [, М и № примерно в следующем порядке: из точки А 
через А, Си М, из точки В через М, Си К, из точки С через М и 
М. Отрезки шнуров между плоскостямн Ри @ представляют собой ребра 
многогранника, называемого призматоидом; на дощечках следует выделить 
краской или .тушью треугольник АВС и черырехугольник АЁИМ, лежа- 
щие в параллельных плоскостях Р и О. Если вращать верхнюю или 
нижнюю дощечки вокруг стержня в одном каком-нибудь направлении, 
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то получатся многие виды призматоидов с неизменяющимися основаниями. 

Если призматоид ограничен с боков только плоскостями, он назы- 
вается прямым (рис. 277), в противном случае он называется косым; 
косой призматоид ограничен как плоскостями, так ‘и кривыми поверх- 
ностями, на которых помещается бесчисленное множество прямых линий 
(рис. 275). С такими поверхностями приходится встречаться при постройке 
на верфях, на крышах и т. п. 

Если какое-либо ребро одного из оснований призматоида параллельно. 
ребру другого основания, то грань призматоида — трапеция; если же два 
ребра призматоида равны и параллельны, то грань призматоила — парал- 
лелограм (рис. 278). Все это можно проследить на соответствующей 
модели. 

Частным видом прямого призматоида является усеченная пирамида и 
в частном случае ее разновидности: пирамида, призма, параллелепипед. 
Рассматриваемые иногда в задачах тела под названием понтона или клина 
также являются частными случаями приз- 
матоида, 

Под понтоном понимают такой 
призматоид, основания которого пря- 


А С 


Рис. 277. Рис. 278. 


моугольники, а боковые грани трапеции, основания которых являются 
сторонами прямоугольников, лежащих в основаниях призматоида. Уча- 
щиеся нередко смешивают понтон с усеченной пирамидой, тогда как 
последняя, вообще говоря, является только частным случаем понтона, 
основания которого подобные и подобно расположенные прямоугольники. 

Клином называется усеченная треугольная призма, у которой за 
основание принята боковая грань и, таким образом, другим основанием 
является противолежащее ребро. 

2. Пусть дан призматоид КЕММАВС (рис. 277). Проведем в нем сече- 
ние плоскостью, проходящей через середину его высоты Н; плоскость 
эта разделит все его боковые ребра пополам, а потому для получения 
указанного сечения достаточно провести средние линии боковых граней 
призматоида; это сечение — многоугольник @бс4е, вообще говоря, не 
выпуклый. 

Возьмем где-либо на плоскости среднего сечения призматоида точку 
$ и соединим ее со всеми вершинами призматоида А; В, С, К, (Е, М, М; 
получим столько пирамид, сколько граней у призматоида. Так, призма- 
тоид, изображенный на рис. 277, разобьется по числу граней на 9 пи- 
рамид: АВС, 5ВСМ, $МСМ, ` $5АСМ, ЗАМК, 5АКГ, 5$АВЕ, 5ЗВЕМ и 
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$КЁЕММ; первая и последняя из этих пирамид имеют своими основания-- 
ми основания призматоида, остальные — боковые грани. 
Обозначим объемы пирамид 5КГММ и $АВС через У, и И,, пло- 


щади их оснований через © и 4; высота каждой из них равна 5 , а потому 
1 Н 1 1 НН 1 
У == 9:5 =5 ОН (куб. ед.) и И, = 392 =в ЧН (куб. ед.). 


Вычислим также объем одной из пирамид, основанием которой слу- 
жит одна из боковых граней призматоида, например объем пирамиды 
$ЕМВ; вычертим ее отдельно (рис. 279) и соединим вершину ее $ 
с точками си @ на грани [МВ. Полученным сечением 564 пирамида’ 
делится на две части: на пирамиду В5с@ и пирамиду 5/.Мас. Объем 


пирамиды В5с@ равен 5 (пл. бет (пл. $649) и составляет четверть 


объема всей пирамиды 5ЁЕ/МВ. В самом деле.. 
пирамиды 5Вс4 и ЗЕ МВ имеют общую верши- 
ну $, а следовательно, и равные высоты, так: 


Рис. 279. Рис. 280. 


как основания их лежат в одной плоскости; но площаль основания Ве 
1 

пирамиды 5ВсЯ составляет -1 Плошади основания ВЕМ пирамиды 5ЁМВ, 

ибо линейные размеры треугольника Вс вдвое меньше размеров тре- 

угольника МВ; отсюла следует, что объем пирамиды  52ВМ == 


=4. и (пл. 5са) = На. $5са). Так же находим объемы всех осталь- 


иых пирамид, основания которых — остальные боковые грани призматоида. 
Суммируя объемы всех этих пирамид и вынося за скобки общий их 


множитель 3 А, получим: 


зн. (ол. $4 -- пл. $4е -- пл. 5е’ |+ пл. З/е-- пл. Зза-- пл. бав-- пл. $66). 


Выражение, заключенное в скобки, есть ©» — площаль среднего сечения. 
призматоила, а потому сумма объемов всех пирамид, основания которых — 


2 
боковые грани призматоида, равна $ Н: р. Объем же всего призматоида 
равен ` 


ИЕ Н-- 5 ОН 2 ОН НО 9+ 4%) (куб. ед. 


Формула эта называется формулой Нь ютона-Симпсона. Мы рассма- 
тривали призматоид, у которого при ортогональном проектировании одного’ 
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из его оснований на другое первое проектируется внутри контура вто- 
рого (рис. 280). На рис. 280 проекция АВС основания АВС на пло- 
хкость другого основания расположена внутри контура КИМ. Проек- 
циями ребер будут АК, АЁ, 8[, ВМ, СМ, СМ и АМ. Соединив середины 
проекций ребер, получим многоугольник абсает. Легко видеть, что этот 
последний многоугольник есть проекция среднего сечения на плоскость 
КЕММ, так как проекциями середины отрезков являются середины про- 
екций отрезков. Если мы соединим не середины проекций ребер, а точки, 
в которых они делятся в одном и том же отношении, считая от вершин 
основания АЁ/ММ, то получится многоугольник, который равен соответ- 
ствующему параллельному сечению, плоскость которого делит высоту 
призматоида в том же отношении, считая от плоскости основания КЁММ. 

Установим зависимость площади 5$ любого параллельнога сечения 
в призматоиде АВСКЁЕММ от расстояния его от плоскости основания. 
Заметим прежде всего, что при указанном выше условии проекция лю- 
бого сечения призматоида также расположится внутри контура КЕММ 
и площадь сечения, проведенного параллельно основанию КЁММ на рас 
стоянии х от него, можно найти как разность между площадью © осно- 
вания КРММ и суммой площадей треугольников 16е, Мас, № и тра- 
пеций АЛ№еа, КГфа, [Мас и ММРЮ. 

На основании свойств параллельных сечений пирамид имеем: 


пл. АВЕ _ № и пл. 6 — пл. АВЕ а. 

пл, 666 д п. № , 
пл. ВМ _ _№ ни м [ВМ — пл.сВа _ ®— (п—х} _ хм 
пл. сВа ^^ (1-х ил пл. [ВМ Г —_ а 


и 


пл. [ВМ — пл. еВа = пл. Емас == А ЕВА Ах) . 


Площади треугольников — граней призматоида — определенные числа, 
а потому сумма всех вычитаемых площадей треугольников (обозначим ее 


Рис. 281. 


чзрез $^) будет функция х вида 1л^?, а сумма всех вычитаемых площа- 
дей трапеций (обозначим ее через $/—) будет функцией внда их? -|- рх, 
и площаль параллельного сечения ©, == 9—5 — $2 есть функция 
вида ах? т Ьх--с, где а, би с- коэфициенты, полученные после при- 
ведения подобных членов. 

Итак, любое параллельное сечение призматоида есть функция второй 
степени его расстояния от основания призматоида. 
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Если продолжить проекции ребер на рис. 280, то увидим, что они 
не пересекаются в одной точке. Если бы они пересеклись в одной точке, 
то мы имели бы дело не с общим призматоидом, а с его частным слу- 
чаем —с усеченной пирамидой, для площади сечения которой этот закон 
установлен. 

3. Большинство тел, рассматриваемых в элементарном курсе геометрии, 
удовлетворяют этому условию, а потому их объемы могут быть вычи- 
слены по формуле объема призматоида У=Я (9-+9-+-49..). Следует за- 
метить, что одно из оснований призматоида может выродиться в отрезок 
и даже в точку, и тогда 4 ==0 {рис. 281), призматоид же соответственно 
принимает форму клина или пирамиды. Может случиться, что не только 
одно основание, но и второе основание призматоида выродится в прямую 
или точку, и тогда тело может выродиться в планиметрический образ, 
а вместо объема придется иметь дело с площадью, а вместо площади — 
с отрезком. | 

На самом деле, имеем т 281): 


для параллелограма $/7 == 
для трапеции $ = =$ (в +4. 
для треугольника $л== Н. (‹ о -4- 


Вычисление объемов призмы, пирамиды 
и усеченной пирамиды по формуле объема 
призматоида дано в стабильном учебнике. 

4. Задачи на применение формулы объ- 
ема призматоида. 

Задача 1. Найти объем шестигранника, 
основания которого — два прямоугольника с 
параллельными сторонами @ —= 6 ди, 6 ==4 ди, 
а =З0ми 6 —9,5 дм и высотой й=6бдм 
(рис. 282). Такое тело называется пон- 


Рис. 282. 


тоном. 


Решение. Используется формула объема призматоида. Находим 
©, 4, Сер и подставляем их значения в соответствующую формулу: 


О =ар=24; 
д==4а,6, =7,5; 
г.) 9 13 
40 = ма, 4. ==58,5; 


= (247,5 -- 58,5) =90 куб. дм. 


Задача 2. Найти объем чердачного помещения, план которого пред- 
ставляет собой трапецию с параллельными сторонами аиси высотой 
й:; высота конька, параллельного основанию (полу} чердака, равна #й, а 
длина конька р (а >е >) (рис. 283, 284). 
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Решение. Находим (©, 4 и Ч: 


-- 
== 2 1, 9==0; 


а--ь Бе) № паре, 
©. = (“3 + > ). 4 2 4’ 
а + е ан те №\ 
ИЯ) в (Ее. = 
й.! я, Вс 
ао =”. нь куб. ед. 
Чердачное помещение прэдставляет собой непараллельно усеченную 
треугольную призму, площадь ее поперечного сечения равна т, и мы 


пришли к уже знакомому нам выводу. 

Так же вычисляется обьем клива. 

5. Мы видели, что любое сечение призматоида, параллельное основанию, 
есть функция второй степени вида ах? -|- рх--с расстояния х сечения 
от основания. Докажем, что объем всякого тела, сечение которого есть 


Рис. 283. 


функция вида 4.53 -- а. --а.ха,, т. е. функция не выше третьей 
степени расстояния х сечения от основания, вычисляется по формуле 
Ньютона-Симпсона 


=И(о+а-+40.,). 


Пусть дано какое-нибуль тело АВСР, основания которого парал- 
лельны и высота которого #. Разделим высоту й на м равных частей 
и проведем через точки деления плоскости, параллельные основаниям; 
эти плоскости рассекут тело на м слоев; высота каждого слоя 


равна =. Объем тела АВСР можно рассматривать как предел 
й 
У== (9. 9,-|...- 2 ©,), когда п-> оо, где ©:, 9,...9„— площади сечений. 
Согласно условию 
9, а, ва р - 43 А ау 
2313 2212 


Фа На, Е Иа 


оо ооо ооо нео 


2313 ря 
9.= а, в + 4, +4“ я и а, 
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откуда 
о 9, +... + 9, =а, 58-2...) 
Ча, (12 + ое...) На (1 а-...-Н”) + ла, 


по 
2-Е 8-.. ао, 
реа ды ав, 
п(® 1) \? __ п? (п 1} 
а ры) =—,. 
а потому 
© 9.-...- 9, = 
28 п (п | 18, ай? ++! в +1 
С С НН ) ра. п= 
ев Ио 


и 


у-^ И. О-о] — 


п [п 4 
т Пи и в (ИЕ О ай = 


= а, #А ай @13 | 2518 ‚ ай Е 2 
тэ я Рая |- 3 21 |! 6/2 5 ай. 


+” 


При п -> со мы получаем, что слагаемые П, Ш, У, УГи УШ будут 
бесконечно-малые, а потому 


предел ое а, а,“ + та, ИЗ--- 23й? -- ай = 


й / 3 
= (54. |- 2а,#? | Зазй -| ба, }. 


Согласно условию 
9 —=а., 
©, = 4.18 -- а,й? ава, 
й3 12 й 
Чр=а) 5-4 4+ 4 5 +4, 


а потому 
3 
9-9, + 40., = 5 4.3 -|- 2ай? | За, й -- 64, 
Следовательно, 
й 
предел И,» = < (9 -- @,-- 405) 


и объем 


й 
Упризматоида — 8 (3% —- ©, - 40), 


что и требовалось доказать. 
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Таким образом, формула Ньютона-Симпсона может быть применена 
для вычисления всякого тела, относительно которого можно установить, 
что площадь любого сечения его, параллельного плоскости основания 
его, есть формула вида 


ах + а, ах а., 


где х — расстояние плоскости сечения от основания; при этом некоторые 
коэфициенты при х и даже все три могут оказаться и нулями; в послед- 
нем случае площаль сечения не зависит от х, т. е. она функция нуле- 
вого измерения относительно х. Так, например, она может быть приме- 
нена к телам вращения, к цилиндру, конусу, шару и другим, как это 
будет показано в разделе о телах вращения. 


ГЛАВА Х/. 
КРУГЛЫЕ ТЕЛА. МЕТОДИКА ВОПРОСА. 


5$ 58. Цилиндр. 


Учащимся должно быть дано понятие об образовании цилиндрической 
поверхности и цилиндра. Разъясняется, что цилиндрическая поверхность 
есть поверхность, которая получает- 
ся параллельным перемещением пря- 
мой АВ — образующей, одновременно 
скользящей вдоль некоторой кривой 


Рис. 285. Рис. 286. 


линии ММ— направляющей (рис. 285), где АВ ие лежит в той же пло- 
скости, в которой находится ИМ, если последняя — плоская кривая. 

Показывается образование цилиндра, который получается, если пере- 
сечь цилиндрическую поверхность двумя параллельными плоскостями Р 
и О (рис. 286). Будем рассматривать цилиндрическую поверхность с 
направляющей — замкнутой кривой. 

Дается определение: 

Цилиндр — тело, ограниченное цилиндрической поверхностью 
Эвумя пересекающими ее параллельными плоскостями. 
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Одновременно даются наименования отдельных элементов и линий 
цилиндра. Параллельные сечения А и В цилиндра — его основания, кри- 
вая его поверхность — боковая поверхность цилиндра, расстояние ОО, 
между плоскостями его оснований — высота цилиндра. Необходимо оста- 
новиться на разъяснении понятий: прямой и наклонный цилиндр. Так, в 
прямом цилиндре образующие перпендикулярны к плоскостям его осно- 
- ваний, в наклонном же образующие не перпендикулярны к плоскостям 
оснований цилиндра. 

Учащимся также должно быть указано, что цилиндр, основания 
которого — круги, называется круговым цилиндром, что прямой круговой 
цилиндр обычно называется просто цилиндром и что прямая ОО., соеди- 
няющая центры оснований кругового цилиндра, называется его осью. 

Следует обратить внимание учащихся на то, что любая образующая 
прямого кругового цилиндра, как и отрезок ОО., соединяющий центры 
его оснований, может служить высотой цилиндра. 

Должно быть еще отмечено, что прямой круговой цилиндр есть тело» 
вращения и получается вращением прямоугольника вокруг одной из его 
сторон, как вокруг оси. Отмечается, что сторона прямоугольника, па- 
раллельная оси вращения, описывает при вращении цилиндрическую. 
поверхность, стороны же прямоугольника, перпендикулярные к оси вра- 
щения, описывают равные круги — основания цилиндра — и служат ра- 
днусами этих кругов. 

1. После ознакомления учащихся с образованием 
цилиндра и различными видами цилиндров следует 
рассмотреть, во-первых, сечения прямого кругового 
цилиндра плоскостями, параллельными плоскостям 
оснований, а следовательно, перпендикулярными к оси 
цилиндра и дающими в сечении круги, равные основаниям цилиндра, во- 
вторых, сечения, параллельные оси, а следова- 


тельно, перпендикулярные к плоскостям осно- 
ваний и дающие в сечении прямоугольники, а 
наибольший из которых — осевое сечение, осно- ООО 
вание которого — диаметр, а высота — высота 
цилиндра. Весьма полезно при этом подчеркнуть 
аналогию между сечениями цилиндра, проведен- 
ными параллельно оси цилиндра, и их расстоя- 
ниями от оси, с одной стороны, и хордами 
круга и их расстояниями от центра круга — с 
другой. Этой аналогией следует воспользоваться 
для повторения некоторых вопросов планиметрии. 
Может быть дана, например, и следующая 
задача. Даны два прямых круговых цилиндра 
одинаковой высоты, основания которых лежат на 
одной и той же плоскости; расстояние между их 
осями равно 65, 8, 10 см, их радиусы Ю ил 
соответственно равны 2 и 1,3; 25 и 8 си. 
Как расположены цилиндры относительно друг Рис. 287. 
друга? Вычислить площадь сечения общего 
обоим цилиндрам, если А ==5, г=4 и расстояние между их центра- 
ми 4—7 см, 4=0, 4=9см. Наконец, следует рассмотреть сечения, 
получаемые при условии, если плоскость сечения образует с осью угол, 
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Сечения ци- 
линдра. 


неё равный прямому; в последнем случае в сечении получается эллипс — 
плоская замкнутая криволинейная выпуклая фигура А,8,С10. (рис. 287), 
все точки которой имеют одинаковую сумму расстояний от двух точек, 
называемых фокусами (на рис. 287 изображен эллипс — сечение пло- 
скостью, перпендикулярной к вертикальной плоскости чертежа). Сечения 
цилиндра, в том числе и эллипс, следует показать учащимся на модели. 

2. Разумеется, учащимся должно быть показано, как пост, сить изобра- 
жение цилиндра и его сечений, а также развертки боковой и полной 
поверхности цилиндра. При построении развертки цилиндра иеобходимо 
обратить внимание учащихся на то, что боковая поверхность прямого 
кругового цилиндра развертывается в прямоугольник, олна из сторон 
которого равна 2пЮ — длине окружности основания, другая ето сторона — 


образующей / или высоте Н цилиндра. ‚, 
1. Не лишне рассмотреть с учащимися конгруент- 
Равные и по- ные и подобные прямые круговые цилиндры. Следует 
добные ци- начертить два прямых круговых цилиндра, имеющие 
линдры. конгруентные осевые сечения, причем высота и диа- 


метр основания одного служат соответственно диа- 
метром основания и высотой другого цилиндра. Понятно, что такие 
цилиндры не конгруентны, хотя их осевые сечения и конгруентные 
прямоугольники; нсключением является тот случай, когда осевые сечения 
обоих цилиндров — равные квадраты. Отсюда следует, что два прямых 
круговых цилиндра конгруентны, если их образующие и диаметры 
соответственно равны. 
2. Что касается подобия цилиндров, то два цилиндра называются подоб- 
ными, если у них соответствующие образующие и диаметры пропорцио- 
нал ны, т. е. 


Понятно, что два цилиндра булут подобными и в том случае, если 
«ни образованы вращением двух подобных прямоугольников вокруг сход- 
<твенных сторон. 

Теорема. Площади оснований двух подобных цилиндров отно- 
сятся, как квадраты их высот. 

Пусть Ни Н, —высоты, $ и $, — площади оснований и Аи К — 
радиусы оснований двух подобных цилиндров. 


Имеем: . - 
$ _ -А: В: 
— д, 
$ а М 
Но 
Ю Н 5 НН? 
— ==.., следовательно, ^- == —%. 
Ю Н, $1 Е 
1. К задаче вычисления поверхности и объема 
поверхность цилиндра могут быть подходы различной строгости, 
объем ци- 
линда. подобно тому, как это имело место при нахождении 


длины окружности. 
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Так, можно рассматривать цилиндр как правильную призму с неогра- 
инченно большим числом граней, Если исходить из этого, то определяют 
боковую поверхность прямого кругового цилиндра, т. е. площадь его 
кривой поверхности как предел, к которому стремится площадь боковой 
поверхности вписанной в цилиндр или описа нной около него правильной 
призмы при неограниченном удвоении Числа граней боковой поверхности. 
Применяя формулу поверхности прямой призмы Зе. пр =Р.Н кв. ед., 
где Р — периметр основания, а Н — высота, получают: 

Збок. ц =2цАЮ.Н кв. ед., так как ИтР,==С == 218. 


п>со 


Другой, более полный, не совершенно строгий подход заключается 
в том, что боковую поверхность цилиндра рассматривают как предел 
боковых поверхностей правильных вписанных или описанных призм при 
неограниченном удвоении числа их граней, где предварительно дока- 
зывается, что поверхности вписанной и описанной призмы имеют общий 
предел. 

В самом деле, 1) покажем, что 5,п имеет предел. 5вп ==р,.Р где 
р, — пзриметр вписанного многоугольника — монотонно возрастающая 
величина, когда п возрастает; отсюда слэдует, что 5ьп — монотонно воз- 
растающая величина, когда п возрастает. Понятно, что $, < Зоп, и, 
в частиости, если возьмем поверхность описанной призмы, основанием 
которой является правильный четырехугольник, то $ь.и < 8Ю.Н; отсюда 
заключаем, что 5,1 имеет предел; обозначим этот предел через А, и 
тогда получим соотношение $,и== А-- 2, где в, — бэсконечно-малая. 

2) Покажем, что у площадей боковых поверхностей вписанных и опи- 
санных призм пределы общие, если п безгранично возрастает. 

Действительно, 

бов== Р„ 2 
ви == Ва: 
$оп -— Зал =Р,./—р„.1=1(Р,„—Р,). 
> 

Р, — р,== бесконечно-малой, если ий возрастает, что показано в первой 
части иастоящей книги, а потому $.п-— 5,п— бесконечно-малая; обо- 
значая последнюю через =, получим бол ==5ь0-Р а, = А-а Е, = 
—= А-а, и, таким образом, 


Ит Зв —=а. 
п>со 


После этого дается определение: боковой поверхностью цилиндра 
называется общий предел боковых поверхностей вписанных и описан- 
ных призм при бесконечном увеличении числа сторон их оснований. 

Зви=р,„'[, а потому 

Зцит = ШИ 5 == Ш (р, () = Шир. 


п>хо п—00 {>5 по 


Но шир, ==С ==21Ю, где Ю — радиус основания цилиндра и Шт{== 
пс аа 
—[{==Н, где Н — высота цилиндра, а потому 


5 бок. ц == 25ЮН==кОН кв. ед, 
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2. Объем прямого кругового и вообще любого цилиндра может быть 
вычислен по теореме Кавальери или по формуле Ньютона-Симпсона, 
а также как предел объемов вписанных и описанных призм при иео- 
граниченном увеличении числа сторон п их оснований. Соответствующие 
указания даны в стабильном учебнике. 

3. В связи с рассмотрением цилиндра могут быть затроиуты на круж- 
ковых занятиях вопросы, связанные с эллипсом, винтовой линией, гео- 
дезической линией, и другие. 


1) Приводим элементарный вывод зависимости между координатами любой точки 
М эллипса и его полуосями. Пусть А:0,В:С; — эллипс. Отрезок А.В, =2а на- 
зывается его большой осью; А.В, > 2Ю, где А — радиус окружности основа- 
ния цилиндра, а перпендикулярный к отрезку /,В, отрезок С.2.= СР = 28 ==2Ю 
называется малой осью эллипса; проекция его СО =С,0,, так как СО || С.Г» 
(рис. 287). Возьмем на контуре эллипса произвольную точку М, и пусть отрезок 
ОК=х н отрезок МК=у служат координатами точки М, если считать оси 
А.В, и С.Р, за оси координат и точку О за начало координат. Проводим затем 
через точку К прямую ГЕ, || АВ. Из-подобия треугольников А.КЁ и АзОД, и 
треугольников В, ОВз и В. КЁ. находим: 


К _ Ак „ КА _ВК 
4.0 20 " ‘ОВ ВО’ 
Перемножая полученные пропорции, имеем: 
К.К _ АК.В.К 
АзО.ОВз АО.ОВ+ . 


Принимая во внимание, что ГК-К/. = КМ? = уз и А.О.ОВ. = К, а также, 
что А.К =а--х; ВК =а— хи ОЛ, = ОВ, -=а, находнм: 


У (а х)(а—х) 8 2—2. 

ва ИИ 
У __ 2 х 2 __ 
ва и ви. 


Полученное равенство устанавливает зависимость между координатами любой 
точки М эллипса и его полуосями. Это — уравнение эллипса, рассматри- 
ваемое в аналитической геометрии; решнв его относительно у, можно по чи- 
словым значениям отдельных точек построить кривую — эллипс, Исследование 
уравнения показывает, что ха и у=6. 


2) Для вычисления площади эллипса следует использовать теорему о 
зависимости между плошалью фигуры и плонкадью ее проекции; площадь 
фигуры равна площади ее проекции, деленной на косинус угла, 
образуемого плоскостью фигуры и плоскостью ее проекции. 

Теорема рассмотрена в стабильном учебнике. 

Согласно этой теоремы: 


Ззэлл == $кр 1608 а. 
Но площадь круга 5кр = ^?==пА.Юи 


ЭЮ — 2а.соза или Ю-==а.соза. 


Следовательно, 
5кр =пас0з а. Ю, 
а потому 
п.а-Ю.с0$а 
$. =": 1608а 
э1л са аЮ, 
но так как Ю =, то 5:1 ==пафё (кв. ед.). Итак, 
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площадь эллипса равиа произведению полуосей зллипса, умно- 
женному на число п. 

Нужно указать учащимся, что круг есть особый эллипс, который 
превращается в круг, если обе его-оси равны, а именно, когда 6=а. 


3) Можно показать учашимся, как непрерывным движением вычерчивается 
эллипс. Перекидывают через две булавки Р; и Р, воткнутые в бумагу, замкнутую 
нить, длина которой больше двойного расстоя- 
ния между Ру и ЕЁ (рис. 288); если затем натя- 
гивать нить острием карандаша и водить ка- 
рандашом по бумаге, то вычерчивается эллипс; 
при этом, чем ближе расположены друг к другу 
точки + н РЬ— фокусы эллипса, тем меньше 
эллипс отличается от окружности; если фоку- 
сы Ру и Р совпадают, то эллинс обрашается 
в окружность, радиус которой равен половине 
ДЛИНЫ НИТИ, 


4) Если разобран вопрос о вычислении 
площади эллипса, можно предожить уча- 
щимся задачу на определение объема пря- Рис. 238. 
мого эллиптического цилиндра; объем та- 
ксго цилиндра равен произведению площади сго основания на высоту, 
что легко установить ва основании теоремы Кавальери, так как можно 
взять прямой круговой цилиндр, у которого сечение равновелико с эл- 
липтическим. 

5) Небезынтересным является для учащихся и вопрос о наименьшем рас- 
стоянии между двумя точками на кривой поверхности цилиндра. Так, 
если взяты две точки, лежащие на образующей цилинлра, то наименьшее 
расстояние — отрезок образующей, концами которого служат данные 
точки; если точки лежат на окружности сечения, параллельного основа- 
нию, то наименьшее расстояние между ними есть меныпая дуга окруж- 
ности, имеющая концами своими две данные точки. Следует также 


Рис. 289. 


рассмотреть расстояние по поверхности цилиндра между точками А; и В, 
которые являются противолежащими вершинами осевого сечения цилиндра 
(рис. 289). Для этого вычерчивают развертку кривой поверхности ци- 
линдра — прямоугольник ВВ'В/Ву, основание которого ВБ' —=2п ® и вы- 
сота ВВ, ==Н, делят его основания прямой АА, || ВВ, пополам, соеди- 
няют точки Д,, В'и В прямыми и тогда ‚ олучают два искомых наименьших 
расстояния А.Ви А,Б', которые равны. 
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Если навернуть развертку на цилиндр, то прямая 4,В изобразит на 
поверхности цилиндра кривую линию, которая называется винтовой ли- 
нией. Итак, наименьшее расстояние н': поверхности цилиндра между 
точками А; и В есть часть винтовой линии. Следует показать учашимся, 
как практически получается на пов:рхности цилиндра винтовая личия. 
Для это. о надо навернуть на поверхность цилиндра прямоугольный тре- 
угольник, сделанный хотя бы из бумаги, один из кат.тов которого @ 
равен окружности основания цилиндра, и Тогда гипотенуза его с дает 
на поверхности цилиндра часть винтовой линии (ри:. 290) 

Слелует заметить, что другой катет @ прямоугольного треугольника 
называется высотой, или шагом, винтовой линии, а угол В, лежащий 
против катета 2, — углом подз?ма винтовой линни. 


Рис. 290. 


6) Весьма полезно пра рассмотрении прямого кругового цилиндра как 
тела вращения сравнить межлу собою поверхности, а также объемы ци- 
линдров, полученных вращением прямоугольника со сторонами а и В 
вокруг той или лругой его стороны. 

Пусть прямоугольник со сторонами аи 6, где а`>8, вращается или 
вокруг стороны а, тогда 

'— о 3 — . 
и $. пт тр - 212(:--2) кв. ед. (1) 
с =1 23а куб. ед., 
или вокруг ©, и тогда 


5" —=2п6а-|- 2п а? =21па(а--5) кв. ед. 


и „ 2 
И, =1п ар куб. ед. (2) 
Если взять отношения полученных равенств (1) и (2), то 
5. 26 (а-РЬ В 
$,  2па(а--5) а 
и 
у, кра Г: 
ав а ` 


Итак, при вращении прямоугольника вокруг большей его стороны @ 
как полная поверхность тела вращения, так и объем его со ›тветствонно 
меньше полиой поверхности тела, получаемого вращением того же прямо- 
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угольника вокруг меньшей его стороны $, а отношения соответствующих 
полных поверхностей и соответствующих объемов тел равны. Следует 
указать учащимся, что: 

1) поверхности подобных цилиндров относятся, как квадраты 
их радиусов или высот или диаметров; 

2) объемы подобных цилиндров относятся, как кубы их ради- 
усов или кубы высот или кубы диаметров. 

7) Для закрепления пройденного следует поставить ряд воп сов и 
Задач, уделив внимание и комбинированным задачам на цилиндры, призмы 
и пирамиды. 7 


1. Два прямых круговых цилиндра находятся своими 

„_ ь ——_——— рДЯрБрржрфЩрфждяыы® — —БрЪлл ж— ——— 
Задачи. | основаниями на одной плоскости, имеют равные вы- 

; соты и расстояние между их осями @ = 10 дм. Как 


расположены относительно друг друга цилиндры, если их радиусы Ю; и А, 
соответственно равны Зи 7 94? 5 н6бдж? Зн 2 ди? 12 и 2 ди? 


В первом случае цилиндры внешне касаются по образующей; во 
втором случае цилиндры пересекаются, линия пересечения их боковых 
поверхностей — пара параллельных прямых; в третьем 
случае они лежат один вне другого, не пересекаясь 
и не касаясь; в четвертом-случае один цилиндр лежит 
внутри другого, имеет место внутреннее касание ци- 
линдров. 


<= --- к Ц 


`. 


<; 
ж-э-н- -— 

, 

р. 


Рис. 291. Рис. 292. 


2. В каком цилиндре боковая поверхность равновелика сумме площа- 
дей его оснований? Согласно условию, 2п ЮН = А?, откуда Н==Ю. 

3. Равносторонним называется цилиндр, У которого ==2А или 
осевое сечение которого — квадрат. Найти поверхность равностороннего 
цилиндра, если известно, что ® = 1 м. 


5: —=21АЮ.2Ю -|- тА? — би А? — бп м?, 
4. Объем наклонного цилиндра, поперечное сечение которого — круг, 


равен площади поперечного сечения, умноженной на образуюшую ци- 
линдра. Доказать. 


Доказательство этой теоремы, которую можно предложить для про- 
работки в кружке, аналогично доказательству теоремы об объеме 
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наклонной призмы. Необходимо использовать при рассмотрении теоремы 
соответствующую модель наклонного цилиндра (рис. 291). Параллельчые 
основания наклонного цилиндоа —— равные эллипсы; если провести сече 
ние, перпендикулярное к образующей цилиндра, и приложить отсеченную 
часть цилиндра к другой равными основаниями, то наклонный цилиндр 
превзатится в прямой цилиндр, следовательно, наклонный и прямой ци- 
линдры равчосоставлены. Найдем объе л цилиндра (рис. 292) И, == ©, -/Г и 
© — Ц. с0за, где ©, — пло'цадь круга, а О, — площадь эллипса, кроме 
того й —={с03 а, а потому 


и = @, 505 9:1 == @,.й (куб, ет.). 


Полезно дать залачу на вычисление объема коленчатой трубы, состо- 
ящей из двух цилиндров с одинаковым диаметром сечения, соединенных 
друг < другом под прямым углом (рис. 293а, 6}. Такая коленчатая труба 
получается, если прямой круговой цилиндр пе- 
ресечь плоскостью под углом в 459 к образующей 
или к оси и затем приложить одну часть к другой, 
как показано на рисун- 
ке 2936. Обьем нахо- | 
дится через умножение 
площади поперечного 
сечения на высоту, со- 8848 Е ик. 
ставленную из ух от- ® А(8] 0 
резков 6) + АГ или Рис. 293а. Рис. 2936. 
АС- ВЕ, что видно 
из рисунков 293а и 6. Если надо найти плоадь сечения АВ, то нат- 
лежит площадь перпендикулярного сечения разделить на соз 45°. 

5. Вписать в данный прямой круговой цилиндр, ралиус основания 


которого №, правильную шестиугольную призму и найти отношение 
боковых поверхностей и объемов этих тел. 
Цилиндр и призма имеют общую ось, это — их высота, а потому 
5бок, ц __ 2=К р 


У п А? 2 23 
Ур бу 33 9 
4 


6. Сколько килограммов везит 1000 м прокатной проволоки из меди 
толщиной (диаметра) в 1,3 ми? Удельный вес меди равен 9. 


Под толщиной проволоки разумеют диаметр поперечного сечения 
проволоки. 


При решении данного вопроса и ему подобных надо прежде всего указать. 
учащимся, что данные в условии числа должны быть выражеиы в единицах 
одного и того же наименовання. Следует еще раз напомнить учащимся, что 
называется удельным весом. 

Удельным весом вещества называется: 


вес | ем3 его, выраженный в граммах, 
или , 10мМ „ . в килограммах, 
или 1, , в тоннах. 
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Учащиеся должны также зиать, что вес Р тела равен удельному его весу, 
‘умноженному на число кубических единиц его объема, соответственно выражен- 


ных: 
Р=8.\, 
тде 8 удельный вес н У— объем тела. 


Порялок вычисления следующий: 


р =1,3 мл == 0,013 дм 
Н= 1000 м = 10 0000м 


$ —=9,0 
Р=Зи 
== (5). н Р=8.=.(5))".Н=90.314-00065.10 00==1,9 кг == 12 ко. 


Для составления задач можно использовать данные из следующей таблицы. 


Вес 1000 м проволоки (в кг) 


| Диаметр сече- Вес (в кг) Вес (в к2) 
| ния проволоки | Сталь (уд. вес |Прокатная медь 
| {в ил) 7,85) (уд. вес 9) 
0,20 0,25 0.28 
0,50 1,54 1176 
0,70 2,88 344 
1,00 6,16 703 
1,10 7,46 8'50 
1,30 10,4 119 


_ 


При увеличении диаметра перпендикулярного сечения проволоки в 9, 3,..., п 
раз вес проволоки увеличивается в 4, 9,..., п? раз, если длина остается неиз- 
менной. 

На основании данных приведенной таблицы учащимся может быть предло-` 
жен, например, следующий вопрос: 

Какой длины надо взять медную проволоку толщиной 1 жи, чтобы она ве- 
сила 700 2? 

На вопрос находим ответ в таблице: медная проволока длиной 1000 м весит 
приблизительно 7 кг. Вес же данной проволоки равен 700 2, Т. е. в 10 раз мень- 
ше, следовательно, и длина проволоки должна быть в 10 раз меньше: она при- 
близительно равна 100 м. 

Разумеется, учащиеся могут не пользоваться таблицей и решать каждый во- 
прос, не прибегая к таблице. Однако, после того как ряд аналогичных примеров 
решен учащимися без помощи таблицы, следует ознакомить их с таблицей и на- 
учить пользоваться ею. Более полная таблица приведена в справочнике НаНе. 

7. Вычислить в килограммах вес а метров трубы, внутренний лиа- 


метр которой 4 ми, при толщине стенок в т иж и удельном весе д. 


Вес Р=ё.И; У— объем трубы и наружный диаметр трубы @; = 
Имеем: 


1 1 
У=- "(4 —4?).10008— (а, —4)-(@, -|- 4). 1000а из. 
4—4=2т и а =а--2т, 


а потому 
Ут. 2т (24 + 2т).1000а == пие (4 -- 1) 1000 @ ижз = 
=: 1000 паж (&-- т) жиз. 
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Вес трубы надо выразить в килограммах, а потому объем ее должен 
быть выражен в кубических дециметрах, следовательно, 


У= 1000-1.а.т.(а-- т). 10-8 == 10-3пат (а -- т) дм3, 
откуда 
Р== 19-3паёив (а т) кг. 


Пример: для медной трубы, у которой а=1 м, 4=8 мм, т=2 им 
и 8—9, имеем 
Р=10-3.3,14.1,0.9,0.2,0.10 == 0,56 хг. 


Для составленгя подобного рода задач можно воспользоваться следующей 
таблицей. 
Медные и бронзовые трубы (8 == 9,0). 


Вес 1 ногонного метра (в 2}. 


Внутренний Толщина стенок (в м.и) 
диаметр 


(в .и) | 


— 
<л 
> 
ко 
сл 
с 
> 
сл 
Г: 
сл 


ен 


У 


що оеФо 
2-4 <> © 99 1 ©> бл НН > 
5 42 2 © сл «© 00 © сл > + 


ол нФчоа ал 


[| 
[ОИ 


лоб о НЗ био о оо 


о > оо Со бл о о 4 


т) 
= © бел == 60 62 2 


ое аа о бл ны 22 - 


ооо >ооее> 
хеФ?ереососососое?> 
оо чфео кн 0 
ни - оф ее 
ло 2 2 © > бо о бля 62 
> сл == 95 00 ны <> 52 >> © 
ИИ 1-1 1-1— 
Сл 00 = 05 ©) > 65 о 60 = 
Конана сое 
© 2 © 65 03 62 Н> ны НХ ны > ны 


< > юхлочнле-ч 
лы 


8. В правильную треугольную пи- 
рамиду, все ребра которой равны а, по- 
местить равносторонний прямой круго- 
вой цилинлр так, чтобы основание его 
лежало в плоскости основания пирамилы, 
другое же основание касалось боковых 
граней пирамиды, и вычислить поверх- 
ность и объем цилинара, 

Верхнее основание цилиндра долж- 
но касаться всех трех боковых граней 
пнрамиды; оно коснется алофем пнра- 
миды и, следовательно, вписано в се- 
чение пирзмиды, параллельное основа- 

Рис. 294а, нию (рис, 294а). „Вписанный“ ци- 

линдр — равносторонний, а потому 

высота его й равна диаметру 2 его основания, #=:0); обозначим 
О через 2^, т. е, д=2, 


Вычислим сторону треугольного сечения; она равна 2гИ 8, ибо сто- 
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рона 63 описанного правильного треугольника, выраженная через радиус 


вписанной окружности, равна 37/3; 8, =9^/ 3. 
Из подобия соответствующих треугольников запишем: 
` а Н 


уз нор 


(1} 


где Н — высота пирамиды. 
Высота пирамиды 


н-у/ = (у -И-ив 


Взяв производную пропорцию от (1), имеем: 


а— 23 2" 
_ @ _Н 
и, заменив Н выражением уе, находим: 
а—23 _ _6/ 
а ауб 
или _ 
а— 213 —^Иб, 
откуда ‚—_.__@ _ _@(273-—У65) 
273 +96 = 6 
и 2—4 УЗ —Уб) 


Зная высоту и диаметр основания цилиндра, вычисляем его поверх- 
ность и объем. 

Чтобы построить цилиндр, помещенный указанным способом в пра- 
вильную треугольную гирамиду, рассмотрим сечение пирамиды, прохо- 
дящее через одно из ее ребер и высоту 
(рис. 2946). 

Если в треугольное в&ечение пирамиды 
вписана окружность, то О. 0; = ^ — радиус 
круга. Но 0.2, = А.О, где 2.2, — 
высота треугольника 4.8. С\, значит, г с0- 
держится в 4.0, три раза, а потому АО. = 
—2^— 0.0, и, следовательно, треуголь- 
ник ОО.А. — прямоугольный и равнобед- 
ренный и / О:ОА, = 455. 

Итак, построив пирамиду, все ребра 
которой равны а, так, чтобы сечение ее, 
проходящее через ребро $А и высоту $0, 
лежало в вертикальной плоскости чертежа, Рис. 2946, 
надо построить прямоугольный треуголь- 


ауз . 

з , 
биссектрису ОА, прямого угла 5ОА и определяем точку А. на ребре 5А\, 
через которую проходит сечение пирамиды. Построив затем сечение и 
вписанный в него круг, проектируем последний на плоскость основания 
и строим искомое изображение циливдра. 


ник АО5$ по гипотенузе $А — а и катету АО = 


затем проводим 
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Задачи и вопросы. 


1. Две касательные плоскости к боковой поверхности прямого кругового 
цилиндра или параллельны, или пересекаются по прямой, параллельной сси ци- 
линдра. Доказать. 

2. Если отрезки, соединяющие целтр одного основания цилиндра © любыми точ- 
ками на контуре другого основания равны, то цнлиндр—прямой и круговой. Доказать. 

3. Конгруентны ли два прямых круговых цилиндра, если а! диа- 
метры и высоты их равны, Ъ) осевые сечения конгруентны? 

4. Прямой круговой цилиндр пересечен двумя параллель- 
ными плоскостями так, что образовавшийся между ними на- 
клонный цилиндр имеет образующую, равную 8 см. Найти 
боковую поверхность и объем наклонного цилиндра, если из- 
вестно, что рздиус основания данного цилиндра равен Ю см 
(рис. 295). 

5. Насколько следует увеличить высоту данного цилинд- 
ра, чтобы боковая поверхность удлиненного цилиндра оказа- 
лась равной полной поверхности данного? 

6. Две плоскости пересекаются по оси прямого кругового 
цилиндра и образуют двугранный угол в 30°. Найти полную 
поверхность вырезанной части, если известно, что радиус осно- 
вания цилиндра Ю и высота его Я. 

7. Боковая поверхиость цилиндра и его объем численно 
равны. Найти диаметр цилиндра, 

рис. 295 8. Боковые поверхности двух цилиндров равны. Найти 

° у отношение их объемов. 
9. Ребра прямоугольного параллелепипеда относятся как 
„а:Ь:с. Принимая последовательно каждую из неравных граней параллелепипеда 
за основание, описать вокруг параллеленипеда цнлиндры; плоскости основания ци- 
„линдров и каждого из параллелепинедов совпадают и боковые ребра каждого 
из параллелепипедов лежат на поверхности соответствующих цилиндров. Найти 
‘отношение боковых поверхностей и объемов цилиндров. 

10. Построить развертку куба, который можно поместить в цилиндр так, что 
„две его вершины лежат на оси цилиндра, а остальные — на поверхности цилиндра. 
Жадиус цилиндра равен А. 
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Рис. 296а, Рис. 2966. 


11. Через диаметр основания прямого кругового цилиндра проведена пло- 
жскость под некоторым углом к плоскости основания цилиндра. Она отсекает 
„от цилиндра тело, называемое цилиндрическим копытом, Радиус ци- 
„линдра — Ю и высота копыта — й. Найти объем копыта. 


Указания к задачам и вопросам. 


1. Плоскость, касающаяся поверхности цилиндра. соприкасается © цилиндром 
по образующей, которая параллельна оси цилиндра. Осезое сечение, проходящее 
через образующую касания, перпендикулярно к плоскости касания; следователь- 
но, плоскость, касающаяся поверхности цилиндра по противолежащей стороне 


осевого сечения, также перпендикулярна к нему, и обе плоскости касания па- 
раллельны (рис. 296а). 
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Если взяты образующие АА; и ВВ,, не лежащие на осевом сечении (рис. 2966), 
то касательные плоскости Ри (), проходящие по ним, должны пересечься, так 
как касательные прямые АС и ВР, получаемые в сечении, пересекаются, бу- 
дучи перпендикулярными к пПересекающимся радиусам ОА и ОВ основания 
цилиндра. 

Линия пересечения ММ; касательных плоскостей Ри О параллельна оси 
цилиндра, так как ММ,. параллельна двум прямым А; н ВВ, — образующим, 
лежащим на касательных плоскостях Ри О. 

2. Если прямые, соединяющие центр одного основания цилиндра с любыми 
точками на контуре другого основания, равны, то равны и их проекции, а это 
указывает на то, что существует на плоскости основания точка, удаленная от лю- 
бых точек контура на одинаковое расстояние, а значит это есть центр контура 
и контур есть окружность, а так как основания цилиндра равны, то цилиндР 
круговой. Перпендикуляр проходит через центр одной окружности, а потому он, 
будучи перпендикулярным и к другой плоскости, также проходит через центр 
другого основания, и Цилиндр прямой. 

3. а) Цилиндры конгруентны: если совместить окружиости оснований двух 
прямых круговых цилиндров, то высота одного цилиндра пойдет по высоте 

другого, так как через данную точку в плоскости можно 
провести только один перпендикуляр, а вследствие их ра- 
венства совпадут и центры других сснований и сами ило- 
= скости, ибо через точку вне плоскости можно провести 
только одну параллельную ей плоскость. 

Ъ) Цилиндры могут не быть конгруентны, так как осе- 
| вые сечения - прямоугольники — могут не быть одинаково 
, расположенными, а именно, высота в одном цилиндре может 
р служить диаметром основания другого и обратно. 
| 4. Перпендикулярное сечение наклонного цилиндра— 
! круг основания данного цилиндра; 56бок==2Юф см и 
| 
1 
4 
| 
1 
1 


У—=<А?ф сз. 
5. Обозначим радиус данного цилиндра через Л и его 


высоту через Ё/; полная его поверхность $полн = 2«АЮ (Ю -- 
+ НД) кв. ед. Пусть высота Я цилиндра удлинена на Хх, 


|| Т`гда боковая поверхность удлиненного цилиндра равна 
деят ят- И 22Ю (Н- х). Согласно условию задачи, 2*Ю(ЮК-+Н) = 


| ! = — 2*Ю(Н/- х), следовательно, х == Ю. Данная задача обычно 
===> решается устно; из структуры формулы $ == 2=Ю(Ю + Н) 
Е ! непосредственно следует, что полная поверхность равна 


: боковой поверхности при условии, если удлинить высоту 
цилиндра на длину радиуса. 

6. Полная поверхность вырезанной части (рис. 297) со- 

. 297. ^ 1 „ 2АЮН 

Рис. 2 стоит из -. боковой поверхности цилиндра, равной в 
площади четырех секторов, угол каждого из которых а = 35°, сумма же их площа- 
2 х Ю? й 

дей равна а © ‚ и площадей двух диагональных сечений, сумма пло- 


щадей которых равна 2.2 ЮН == 4ЮН, следовательно, полная поверхность задан- 


2 у 
ного тела равна ЕАЯ + ы А ЮН= ЗН + Ю) + 4-ЮН кв. ед, 


7. $60к = ЖжЮН [вв. ед.] и У===АЗН [куб. ед.] по условию, 2=ЮН = ®ЮЗН 
или 2ЮН = Ю2Н или ЮН-—2ЮН=0би ЮН (В — 2) =0; отсюда и Ю =0 и Ю=2 
и Н=0; значит, при Ю==2 численно равны 56ок и У. Понятно, что при Ю-=0 и 
$6ок н У равны нулю; точно так же и при Н==0 численно равны ббок и у, 
при этом, конечно, бок и У равны нулю. 

8. 1) По условию задачи 5'бок = 2 =. и 5"”6 = 2" ЕН» отсюда 


Ю,Н = Ю.Н, или К! — 2%. 


Н Ю.М 
2) И, =в Ю.Н, и \ = ЮНь 
а потому 


ян, = ни, =, = 
т. е. объемы пропорциональны радиусам и обратно пропорциональны высотам. 
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9. Если основание параллелепипеда — прямоугольник со сторонамн а н 6, то 
с — высота цилиндра, а диаметр цилиндра, в который вписан данный параллелепи- 


пед, равен Уд? -|- 52, боковая поверхность с высотой с равна $, == = И - №.с. 
Если в основании параллелепипеда лежит прямоугольник “со сторонами Ви 
с илнси а, то высоты цилиндра соответственно равны @ и, и, следовательно, 


пользуясь круговой подстановкой, находим: 5, = + е-аи 5$, = Иа. 6, 
а потому 
$а:5ь:5е==а уй +: 5уа-а:суе- 2. 
Находим объемы соотьетствующих цилиндров: 


1 
У = (аа + #)-6; Уз т( + да и = ке) ь 


1 
4 


откуда 
Ув: Ув: У. = (8 - в?) а: (28 -| а?) Ь:(а? +- 52) с 


10. Если провести диагональное сечение куба, 
ребро которого обозначим через х, то получнм пря- 


моугольник со сторонами х и ХУ 2; его диагональ — 


диагональ куба — равна х У 3. Допустим, что куб по- 
мещен в цилиндр так, что 
диагональ куба лежит на сси 
цилиндра (рис. 298); в таком 
случае две вершины прямо- 
угольника лежат на поверх- 
ности цилиндра, и плоскость. 
диагонального сечения куба 
есть в то же время и осевое 
сечение цилиндра. При вра- 
щении прямоугольннка во- 
круг его днагонали осталь- 
ные лве его вершины обра- 
зуют окружности параллель- 
: ных сечений цилиндра. Если 
Рис. 299. прямоугольник АВСР — диа- 
гопальное сечение куба, то 
отрезок ДК= В. — радиус 
цилиндра, в который „вписан“ куб. Из треугольника АДС находим х УЗ.Ю = 


— уз 6. 
—=х.хУу 2, откуда х= т =8и ; второй корень х ==0 отбрасываем, так 
как при х=0 куб обраш%ется в точку. 
Итак, если радиус А цилиндра дан, то ребро куба х = = зи, 
и, таким образом, х— среднее пропорциональное между отрезками 1 ТА и 1. 


Построив квадрат со стороной х, строят одну из тех 11 разверток куба, о Кото- 
рых речь была выше. 


1. Принимёя А и В (рис. 299) за вершины телг, лежащие в полоскостях, 
параллельных плоскости треугольника ОСД (среднего сечения), и обозначая 
расстояние ОВ плоскости произгольного сечения О.С4.Г, от кершины В через 
х, имеем из треугольника ОО,С';; 


0:2? =0С? — 00? или 0,6? = Юз — (х— Ю 
ОС.=Ух(2Ю—х). 


В.С: 
Отношение ОС, 
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— величнна постоянная; обозначим ее через 2 (это тангенс 
3 


угла, образованиэго птоскостью сечения АБВ с плоскостью о`нования цилиндра). 
Следовательно, 


о ти Р.С, =т.0,С, =пУх2В-—х), 
$ 1 


а потому 


1 
пл, О1С1Б! = >. О:С1- РиС1 = тх (26 — х), 


т. е. пл. О.С.О4 есть функция второй степени х, расстояния его от основания В 
или от везшины зела. 
Таким об азом, формула Ньыюточа-Симпсонл может быть примен н1, 
Решение задачи дано в стабильном учебнике (стр. 98 гл. ХГ 6 8). 


$ 59. Конус. 


1. Приступая к изучению конуса, надлежит дать учащимся понятие об 
образовании коническ,й поверхчости и конуса. 

Коническая поверхность потуч ется непрерывным переменением прямой 
АА, — образующей, проходящей через неподвижную точку $ и одновре- 
менно скользящей по кривой //№ — на- 
правляющей конической поверхности. 

Неполвижная точка $ называется вер- 
шиной конической поверхности; АА, есть 
прямая, а не луч, а потому при непре- 
рыв ом перемещении прямой АД, обра- 
зуются две полости конической поверх- 
ности, чго видно из рисунка 300. 

Конус — тело, ограниченное кониче- 
ской поверхностью и перэсекающей ее плос- 
костью. Необходимо заметать, что в элемен- 
тарном курсе средней школы обычно 
ограничиваются рассмотрение» лишь прямо- 
го кругового конуса, где направляющая — 
окружность, и точка 5$ — вгр нина конуса 
лежит на перпендикутяре, проведенном через центр круга к плоскости 
последнего, или тела, получаемо о при врацении прямоугольного тре- 
угольника вокруг одного из его катетов, Основание такого конуса — 
круг, а высота конуса — ось вращения; она проходит чзрез цзнтр ос- 
нования конуса. 


2. Следует рассмотреть с учащимися различные се- 
чения конуса. Так, всякое сечение конуса, перпенди- 
нуса. кулярное к оси, а следовательно, параллельное его 
основанию, — тоже круг; зависимость между площадью 
основания конуса и пл щадью параллельного основанию с‹чения та же, 
что в пирамиде: площадь основания конуса и площадь сечения, 
параллельного его основанию, относятся, как квадраты их рас- 
стояний от вершины конуса 

Сечение прямого кругового конуса, проходящее через взршину кону- 
са и диаметр его основания, — равнобедренный треугольник, боковыми 
стор ‘нами которо'о служат две озразующие ко туса; такое сечение на- 
зывается осевым сеченлеж конуса Если провести в конусе сечение через 
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Сэчення ко- 


его вершину и какую-либо хорду основания, то получится также равно“ 
бедренный треугольник, в котором угол, составленный образующими ко- 
нуса, меньше угла, составленного образующими осевого сечения конуса. 
Учащиеся должны знать, что угол, составленный образующими осевого 
сечения, — наибольший из всех возможных углов, составленных двумя 
образующими конуса. Ёсли осевое сечение конуса — правильный треуголь- 
ник, то конус называется равносторонним. 

Желательно обратить внимание учащихся на те плоскости сечений, 
которые образуют с осью конуса углы острые или тупые и не про- 
ходят через вершину конуса; они дают при пересечении с поверхно- 
стью конуса кривые второго по- 
рядка — эллипс, параболу и ги- 
перболу; к кривым второго порядка 
относится и окружность. Если провести 
две прямые АВ и СО, пересекающиеся 
в точке$ (рис. 801), 


юж ка 


Рис. 301. Рис. 302. 


затем биссектрису ММ№ противоположных углов А$О и В$С и вращать 
всю фигуру вокруг биссектрисы МА, то получится коническая поверх- 
вость с двумя полостями. Если после этого пересечь обе полости парал- 
лельными плоскостями АД и ВС, перпендикулярными К оси, то в сечении 
получатся круги; все же тело будет двойным конусом, или би- 
конусом. 

Если пересечь  коническую поверхность плоскостью Р и эта 
плоскость Р пересечет ось ММ конуса под углом $, причем 9<$., где 
ф— угол между осью и образующей, то в сечении получится замкнутая 
кривая линия — эллипс. При $, ==90° эллипс переходит в круг, ибо в 
этом случае Р] ММ и РИ БС. 

Если затем пересечь коническую поверхность плоскостью @),‘параллель- 
ной образующей ШОС, так, что ф==., то в сечении получится незам-* 
кнутая кривая — парабола. 

Если, наконец, пересечь коническую поверхность плоскостью 5, па- 
раллельной оси конуса, так, что 9`>$.:, то в сечении получатся две вет- 
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ви одной кривой —гиперболы, из которых одна расположена на по- 
верхности одной полости биконуса, другая — на поверхности другой; 
$1 может быть равным и нулю. 

Кривые эти следует показать на каркасной модели или на деревяи- 
ной молели с соответствующими сечениями. 

Переход одной из этих кривых в другую следует показать учащимся" 
на модели и при помощи чертежа, данного на рисунке 302. Пусть МО, — 
ось конического сечения; вращая секущую плоскость, проходящую через. 
точку М, из положения МО; в положение МО,..., видим, что эллипс 
обращается в круг, когда МО, перпендикулярна оси конуса; далее, 
когда секущая плоскость занимает положение ИО,, МО,.., имеем снова 
эллипс; при МК || ОО; имеем параболу; затем, при МК,, МК,...—ги- 
перболы, состоящие из двух ветвей, и, наконец, при МО — прямую — 
образующую конуса, . 

3. Знакомство учащихся с разверткой конуса может 

Поверхность быть использовано для вычисления поверхности пря- 

конуса. мого кругового конуса. 

Кривая оверхность конуса, или, что то же самое, 
его боковая позерхность, равна площади его развертки, 


имеющей форму сектора; радиус последнего равен образующей, а длина. 


5 


его дуги равна длине окружности основания 
конуса. Принимая последнее во внимьние, 
имеем: 


$ 


ЧокЕ- 21.1 == КИ кв. ед. 
Однако боковую поверхность конуса мож- 
ио вычислить как предел, к которому стре- 
мится боковая поверхность правильной й-уголь- 
ной вписанной в конус или описанной пи- 
рамиды при неограниченном удвоении числа 
ее граней. Рис. 303. 
Если взять боковую поверхность правиль- 
ной описанной пирамиды, то, беря соответственно предел ее, будем иметь: 


‚ ‚ 1 Гун 1 
вок == ШП 56, пир — т (= в, 1) —=5 1. Ши р, ==. 1.21 ==пАкв.ед. 


> 


Можно показать, что предел боковой поверхности правильной впи- 
санной пирамиды совпадает с пределом правильной описанной пирамиды. 


1 1 
В самом деле, $зок, оп. пир => Р,‚.Ь а бок. ви. пир == 5 Рой где й„ — 


апофема вписанной пирамиды; но, 
1 Р,-1—5 р. [Р,-1— РИ, РИ, — р. = 
==, — 1.) 1, (Р.— р, 
Из треугольника $КА\ (рис. 303) имеем 
1[—№<КК, =ОК,—ОК=Ю—а,, 


но Ю—@,„, как известно, при п —»›со, переменное бесконечно-малое,. 
точно так же Р,— р, — переменное бесконечно-малое. Итак, #„(Р,— р») 


п 
РУ й" 


и Р,(1—1,) — бесконечно-малые, а потому: 


Н т бок, вп. пир — Нт Збок, сп. пир. * 
п >00 п> 0 
Следует обратить внимание учащихся на то, что апофема описанной 
вокруг конуса пирамиды одновременно является и образующей конуса, что 
не имеет места у вписанного конуса. В последнем случае апофема пира- 
миды и образующая конуса — различные отрезки. 
Выводится также и формула полной поверхности конуса: 
бп. к== п -- п? —=пА(Ю -- 1) кв. ед. 
Если рассматривать основание конуса как проекцию его боковой по- 
верхности на плоскость основания, то имеем следующую формулу для 
боковой поверхносги конуса: 


$5бок = ПАЗ: с05 а кв. ед., 


где а— угол наклона образующей конуса у плоскости основания. 
Когда конус равносторонний, / а = 60°, тогда 


Убэк == кА? *С05 60° == 212, 


т.е, боковая поверхность равностороннего конуса в два раза больше 
площади его основания; полная же поверхность равностороннего конуса 
в три раза болыше площади его основания и, следовательно, в полтора 
раза больше боковой его поверхности. 

Сравнивая поверхности двух конусов, имеем, что: 

1) боковые поверхности двух конусов с равными основаниями отно- 
сятся, как их образующие, 

2) боковые поверхности двух конусов с равными образующими отно- 
сятся, как радиусы их оснований. 

Следует дать учащимся понятие о подобных конусах. Два конуса 
называются подобными, если они получилась при вращении подобных 
прямоугольных треугольников вокруг соответствующих сторон. 

В качестве самостоятельной работы на доказательство теорем можно 
предложить учащимся доказать, что поверхности двух подобных ко- 
нусов относятся, как квадраты радиусов их оснований или как 
кв .драты их образующих, или как квадраты их высот, и, вообще, 
как квадраты сходственных сторон, 

4. Длина дуги развертки боковой поверхности 


Наибольший конуса, дуги сектора, равна 2пА — длине окружности 
угол между об- основания конуса радиуса Ю; с друзой стороны, если 
разующими обозначить угол сектора развертки через В и при- 
развертки ко. нять во внимание, что радиус / этого сектора — об- 
нуса. разующая конуса, то длина дуги сектора равна 
2. Итак, 2п: == 2605 или 360°.АЮ —=1В, откуда 


Если обозначить наибольший угол, составленный образующими ко- 

нуса, через @, то из соответствующего прямоугольного треугольника по- 

Ю ‚а ‚а 

лучаем -7 —т-,, а потому 8 =360?. т 5. 

углом В-— углом развертки и углом @ — наибольшим углом, составлен- 
ным образующими конуса. 
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. Такова зависимость между 


а 
Если конус равносторонний, то а& = 60° и -- =30°, а потому 


8 =360°. зт 30° — 1805, 


г. е. развертка боковой поверхности равностороннего конуса — 
полукруг. 

Полученный результат показывает. что в полукруге, сверчутом в ко- 
ническую поверхность, наиболыний угол, составленный образующими, 
равен 60°. 

Небезынтересно проследить, как изменяется угол развертки с измене- 
нием наибольшего угла, составленного образующими конуса. Так, с уве- 
личением угла, составленного образующими, при одном и том же АР о-- 
нования конуса высота конуса уменьшается; при а ==90° имеем: 


8 —= 3609-51 45° — 180°./2 = 2529; 
если а = 120°, то | 
8 —=360°. 511 60° = 1809. ИЗ = 3979, 


Если а==1809, то конус, фигура трех измерений, обратится в фи- 
гуру двух измерений — круг, и тогда 


8 = 3605. зп 90° =360°, 


и, таким образом, развертка боковой поверхности равна самой боковой 
поверхности; но круг равен самому себе: развертка круга — круг. По- 
добный анализ показывает, что круг можно рассматривать, как тело, т. е. 
как предел конуса, когда А — 15-0. 

5. Для проверки усвоения учащимися полученного вывода могут быть 
предложены следующие задачи: 


Задача 1. По данному радиусу АЮ основания конуса и высоте его й 
найти угол развертки боковой поверхности. 


Решение. = 360. ^, так как зп =, но/ = У В -- , 
а потому 
ю 
—360°. ———-. 
В ИА? #1? 
В частном случае, если Ю=3 и й=4, имеем: [= 982-12 =5 


и $ — 3607. 5 =2162. 


Задача 2. Боковая поверхность конуса в четыре раза боль пе площади 
основания. Найти угол развертки боковой поверхности. 


В=360°. зв ->. 


Если наибольший угол, составленный образующими коиуса, — а, то 
а 
угол наклона образующей к плоскости основания равен 90°—-- и 


с в (90° а ) = пл. основ. 1 или СИИ ЗИ 
о 2 / бок. поверхи. 4 2—4’ 


В— 3609. =902. 


а потому 
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Разбор полученного решзния, да и ход самого решения должны 
убедить учащихся, что в том случае, когда боковая поверхность конуса 


в 5,6,.... п раз больше площади основания, то соответственно 
[*) о [*) 
в == 60° 729; в 00° 609... и, 
5 6 п 
360° :60° 360% 360° 


С другой стороны, если ==, ‚ то бо- 


5 ’ 6 ,*.., 
ков`я поверхность конуса в 4, 65, 6... раз большз площади основания, 
Такое исследование решения задачи способствует математическо- 

му развитию учащихся. 
6. Прямой круговой усеченный конус может быть 


Поверхность определен как часть прямого кругового конуса, за- 
усеченного ключенная между двумя параллельными его сечени- 
конуса. ями, перпендикулярными к оси конуса; наряду с этим 


следует указать, что усеченный конус можно рас- 
сматривать как тело, полученное вращением прямоугольной трапеции во- 
круг боковой стороны ее, служащей высотой трапеции. В дальнейшем 
прямой круговой усеченный конус будем называть 
усеченным конусом без соответствующего добавления. 

Боковую поверхность усеченного конуса проще 
всего рассматривать, как разность поверхности ко- 
нуса и поверхности отсеченного соответствующего. 
конуса. Учащимся рекомендуется вычерчивать усечен- 
ный конус, как и усеченную пирамиду, предвари- 
тельно вычерчивая конус, а затем проволя сечение, 
параллельное основанию. 

Пусть от данного конуса $АВ отсечен конус 
$А,В, и требуется найти боковую поверхность усе- 
ченного конуса АВВ. А,, если известно, что радиусы его. 

Рис. 304. оснований ОВ = В, О.В, =г и образующая ВВ, =} 
(рис. 304); на рисунке дано осевоё сечение конуса. 
Обозначив 5В, через х, имеем: 
Збок = п А (1-х) — пих==п (К -- Юх — гх) = п [ЮВ -х(Ю— 7) 
Из подобия треугольников. О$В и О,5В; находим: 
Ю 1х 


г & 


› 


или, пользуясь производной пропорцией, 
Ю—г 


1 
Ри: ЗЫ 


Я 
откуда х==-5_—_;› следовательно, 
ббок = п (ЕТ-Ё”) =п(В-Р и) кв. ед. 


Если написать полученную формулу в ином виде, а именно, 


бок = 2П К ., 
К” 
2 


где — радиус среднего сечения гр, то получим еще одно въ 


ражение для боковой поверхности усеченного конуса. 
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Боковая поверхноеть усеченного конуса равна произведению 
длины окружности среднего сечения на образующую конуса: 


$бок =2П Гор! кв. ед. 


Развертка боковой поверхности усеченного конуса — „кольцевой“ 
сектор; строится эта развертка так же, как и развертка боковой поверх- 
ности конуса, и представляет собой разность двух круговых секторов. 

Имеется и другое выражение для площади боковой поверхности 
усеченного конуса, в которое входят радиусы обоих оснований и угол 
а наклона образующей к плоскости основания. Так, ортогонально про- 
ектируя меньшее основание на плоскость большего, мы получим про- 
екцию боковой поверхности усеченного конуса в виде кольца, площадь 
которого п (А? — /?) или п(®-+ /) (К — п, а потому 


Збок =п(Ю + /^) (А —/):с0за кв. ед. 


Приводим формулу, по которой боковая поверхность усеченного 
конуса вычислялась Архимедом: 

Боковая поверхность усеченного конуса равна площади такого 
круга, радиус которого является средней пропорциональной между 
образующей и суммой радиусов оснований: 


$бок, кон == п [УИ /(Ю- ^) ]? кв. ед. 


Данная формула вполне совпадает с вывеленной выше формулой. 


Задачи и вопросы. 


1. Можно ли построить прямой круговой конус по данным: 1) ЮиН 
2) Юиё 3) Киа, 4) Пир 5) пич? 

2. Можно ли вписать конус в четырехугольную пирамиду, стороны основа- 
ния которой относятся, как 1:3:6:4? 

3. Можно ли описать конус около четырехугольной пирамиды, углы осно- 
вания которой, взятые в последовательном порядке, относятся, как 2:5:7:42 

4. Оси двух прямых круговых конусов лежат на одной прямой и имеют раз- 
личные вершины. Образую- 
щие или их продолжения 
общего осевого сечения 0бо- 
их конусов или параллель- 
ны, или пересекаются, обра- 
зуя геометрическое место 
точек — окружность; эта ок- 
ружность лежит в плоскости, 
параллельной основаниям 
обоих конусов. Доказать. 

5. Прямой круговой цн- 
линдр и прямой круговой ко- 
нус, оси ьоторых лежат на 
одной прямой, пересекаются 
по кругу, параллельному их 
основаниям. Доказать. 

Примечание. Может 
быть случай, когда прихо- 
дится продолжать образую- 
щие конусов. Рис. 305 


Указания к задачам ип вопросам. 


1. Прямой круговой конус можно построить, если можно построить его осе- 
вое сечение — равнобедренный треугольник. 
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2. Четырехугольник основания — описанный, так как 1 +6 —3 - 4; следо- 
вательно, в него можно вписать окружность, а в данную пирамиду — конус. 
Отрезки, проведенные из вернгины пирамиды в соответствующие точки прикос- 
новения окружности, — образующие конуса. 

3. Четырехугольник основания — вписанный, а потому через все его вершины 
можно провести окружность, а следовательно, можно и описать около такой пи- 
рамиды конус; ребра пирамиды служат образующими конуса. Слелует иметь в 
виду, что если основание пирамиды — вписанный многоугольник, то около такой 
пирамиды можно описать конус. 

Понятно, что всякая правильная пирамида может быть вписанной в копус. 

4. На рис. 305 взято общее осевое сечение обоих конусов; прямые 5 и 
$:А,, $В и $,В; либо параллельны, либо пересекаются; в последнем случае, рас- 
сматривая треугольникн 55:2 и $5$4К, заключаем, что они 
равны (УСУ), а потому 5:1 =5:К, также $$; | КЕ, что вы- 
текает из равенства прямоугольных треугольников и, следо- 
вательно, КЁ || А, В, и является диаметром круга, параллель- 
ного основаниям. 

5. Доказательство аналогично доказательству, приведен- 
НОМУ в задаче 4. 


Боковая по. 7. После вывода формулы для 
верхность ци- вычисления боковых поверхностей 
линдра, кону- цилиндра, конуса и усеченного ко- 
са и усеченно- нуса следует дать учащимся обоб- 
го конуса. щенную формулу для вычисления 

поверхности любого из указан- 
ных трех тел. Это тем более необходнмо сделать, 
что с ее помощью можно вычислить поверхность шара. 
`- Вывод обобщенной формулы. 
Известно, что 


1) 5 бок. кон =: АС.АВ, ге АС —=Юи АВ ={Г. 


Проведя медиатрису МК образующей АВ до пере- 
сечения ее с осью ОО, конуса (рис. 306, Г), полу- 
чим треугольник ВМК, подобный треугольнику АСВ, 
вращением которого вокруг катета ВС образован 
конус. 
Из подобия треугольников ВМК и АСВ следует: 
МК _ АС 
ВМ“ ВС’ 


- 1 
или, так как ВМ—- АВ, имеем: 


МК АС 


Рис. 306. АВ ВС ' 


откуда и АВ. АС=БЬС.МК, а потому 
$ бок. кон = п. ВС. МК=2 п.Я.х, 


где Н— проекция образующей конуса на ось вращения: пр.оо,'Ё=Н 
и х— отрезок медиатрисы от середины М образующей конуса до пе- 
ресечения в точке К с осью конуса. 


2) 5бок. ус. кон = 1 (40 -- ВС). АВ, где АР=Ю, ВС=ги АВ=1. 


Проведя медиатрису МК образую цей усеченного конуса до пересе- 
чения ее с осью ОО, усеченного конуса, среднюю линию МЕ боковых 
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сторон АВ и СР трапеции и высоту ВР==СО трапеции (рис. 306, //), 
получим Л МЕК с Л ВРА, а потому 


МЕ ВЕ 1 
-МК `АВ’ или, так как МЕ == --(АО+ВО, 


5 (12+8С) ср 
МК — ав?’ ОТКУЛа +=. (Ар-- ВС). АВ== СБ. МК. „ 
Следовательно, 


5 бок. ус. кон =2 п.СО.МА=2 п.Н.х, 


где Н= пр. оо1Ё и х — отрезок медиатрисы от середины М образую- 
щей АВ до пересечения в точке К с осью. 


3) $ бок. ции = 2 п.АО.ОС, где Ар—=Ю и РС= 
НО 


АР= МК и ОС=Н (рис. 306, 1/1). 
Если и в данном случае обозначим МК через х, то 
5 бок. ции == 2 п.Н.х. 


Итак, боковые поверхности всех трех тел выражаются одной и той 
же формулой $ „в ==2тп .пр.оо, 1-х. 

Итак, поверхность, образуемая вращением отрезка АВ вокруг 
оси ОО., при условии, что отрезок АВ не перпендикулярен к оси 
врашения ОО, и лежит в одной плоскости 
с осью вращения ОО, и по одну сторону 
от нее, равна произведению длины окруж- 
ности радиуса х на проекцию вращае- 
мого отрезка на ось, где х— расстояние 
середины М отрезка до оси по медиа- 
трисе. 

Пример на применение этой теоремы. 

Правильный шестиугольник со стороной а 


вращается вокруг одной из наибольших своих 
диагоналей. Найти поверхность тела вращения. 


Вращая правильный шестиугольник вокруг 
оси ДА (рис. 307), имеем, согласно рассмотренной выше теореме, сле- 
дующее: 


7. 
Рис. 307. 


отрезок СДР дает поверхность $ср==2пх.ДК, 
отрезок ВС дает поверхность $вс =2 пх.АГ, 
отрезок ВА дает поверхность 5вд =2пх.[А, 


так как ОМ, =ОМ, == ОМ, =х, как апофемы правильного многоуголь- 
ника. 
Суммируя полученные равенства, имеем: 


Завер=а пх(ОК-Е АЕ -НА) = 2пх.РА. 


Но РА=2а и х—= "УЗ, а потому 


Завср==2 п. ^^ .2а=2 па? У 3 (кв. ед.}. 
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8. Формулу для вычисления объема прямого кру- 

Объем конуса. гового конуса можно вывести одним из трех указанных 

ниже приемов. На практике наиболее распространен 

следующий прием: объем конуса принимается за предел 

объема правильной вписанной в конус или описан- 

ной п-угольной пирамиды при неограниченном удвое- 
нии числа ее граней. 
Так, если объем пирамиды 


1 
Ур = .Н, 


где @,— площадь основания и Н/— высота пирамиды, то при неогра- 
ниченном удвоении числа м граней пирамиды У и О,, а следовательно, 


1 1 
и -; Ч„Н — переменные величины; переменные У и  @,Н равны при 
всех своих изменениях, а потому равны и их пределы, т, е. 


; . . 1 
Ит Упир == т (+-е,:н) , 
с 
откуда 
Укон = т К.Н, где К — площадь круга, 
ИЛИ 
Укон = т Ю?Н (куб. ед.). 


Понятно, что такой прием не строг с научной точки зрения; более 
строгим будет этот прием, если будет показано, что объем конуса 
есть общий предел правильных вписанных и описан- 
ных одноименных пирамид при неограниченном удвое- 
нии числа их граней. 

Обозначив объемы вписанной и описанной пирамид соответственно 
через Узи и Усл, площади их оснований через Он и Фон и общую их 
высоту через Н, имеем: 


1 1 
Ил = 3 О.Н и Ув= 8 9... Н 


1 1 1 
Уп — Ув,л —= © ол .Н— 8 О в.л . Н=-;- Н (от — Ов.п), 
следовательно, Уоп — Уви НИ И —+ со есть бесконечно-малая величина, 
ибо при этом условии @©.и— ©... есть бесконечно-малая и произведе- 
ние постоянной —- Н на бесконечно-малую есть величина бесконечно- 
малая. Итак, 


- И. п— ИУ, ==беск. мал. при п—»с®. 


С другой стороны, И конуса заключается между Узи и И, п. 
, Ул < И, < Ио, 


а потому на основании теоремы: если постоянная величина (,,) заклю-* 
чается между двумя переменными (Узи и Ув.н), разность между которыми 
бесконечно-мала, то постоянная есть предел тей и другой переменной: 
‚ Ни Ивл = У; = Им Ио. 
п>< п—< 
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Далее слелует приведенное выше заключение: 
1 ; 1 ; 1 1 
Укен = ки @,Н = Ши — Н.Ит Ч, == КН = —- п АН. 


Итак, объем конуса равен одной трети площади его основания, 
умноженной на высоту конуса, 

Второй прием основан на теореме Кавальери; вывод соответству- 
ющей формулы дан в стабильном учебнике. Следует подчеркнуть, что на 
основании теоремы Кавальери объем любого конуса выражается так же, 
как и объем прямого кругового конуса. 

Третий прием состоит в применении формулы Ньютона-Симп- 
сона, ибо площадь любого сечения конуса, параллельного основанию 
конуса, есть функция второго измерения его расстояния от основания 
конуса на основании теоремы: площадь сечения относится к площади 
основания, как квадраты их расстояний от вершин. В самом деле, 
обозначив высоту конуса через Е, а расстояние плоскости сечения от 
плоскости основания через х, имеем на основании указанной теоремы: 

Осн —__ На А _ НН? 
Ч сеч О (Н-ля или Ч сеч (Нл? 
а потому 


т. е. О-о квадратная функция х расстояния плоскости сечения от 
плоскости основания. 


1 
Для конуса формула Ньютона-Симпсона И = = Н (“-Ра- 40) 


дает 1 2 р 
У=--Н (п О 4") 
ЛИ 1 1 

ИУ=- Н.2п ®? = "АН (куб. ед.). 
Само собою разумеется, что достаточно ограничиться показом уча- 
щимся какого-либо одного вывода. Другой вывод может быть дан при 
повторении курса. Что же касается формулы Ньютона-Симпсона, то ее 
удобнее всего дать при заключении курса, так как она позволяет вы- 
числять объемы большинства тел элементарного курса, удовлетворяющих 
определенным условиям, в том числе и объем шара и шарового сегмента. 
Формула Ньютона-Симпсона помогает легко восстановить в памяти 
любую из формул для вычисления объемов тел. 

После решения нескольких примеров на применение формулы объема 
конуса следует дать учащимся доказать, что 

1) объемы двух конусов с равными высотами относятся, как 
*вадраты их радиусов, а объемы конусов с равными основаниями 
относятся, как их высоты; 

2) объемы подобных конусов относятся как кубы их высот 
или как кубы их радиусов, или как кубы их образующих, или 
как кубы любых сходственных отрезков. 

Подобными называются прямые круговые конусы, если их осевые 
хечения подобны. 

Формулу объема усеченного конуса наиболее целессобразно вывести, 
рассматривая усеченный конус, как разность двух Конусов. 
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Учащиеся должны самостоятельно доказать, что объемы двух подоб- 
ных усеченных конусов (а это такие, у которых осевые сечения — по- 
добные трапеции) относятся как кубы их радиусов или кубы их высот, 
или кубы их образующих, или вообще кубы двух любых сходственных 
отрезков. 


Задача 1. Два равных конуса имеют общую высоту и плоскости из 
оснований параллельны, как показано на рис. 308. Доказать, что объез 


—- 


1 
общей части обоих конусов равен -) объ 


—* 


ема каждого из НИХ, 


Из рисунка видно, что общая часть обои$ 
конусов -——биконус, радиус которого равен 


ю 
—- и ось равна Н. Отсюда следует, что 


1 № 1 2 
У, = "р .Н = 5 т Ю?Н, что составляет 


объема И конуса. 
Задача 2. Показать, что формулы объеха 
конуса и цилиндра являются частным случаем 
формулы объема усеченного конуса. 
Если в формуле объема 

Ууе. нон п (К? - Ви) 


положить г== 0, то получится формула объема конуса; если же принять, 
что г=А, то получится формула объема цилиндра. 


$ 60. Тела, получаемые при вращении прямолинейных фигур. 


В связи с выводом обобщенной формулы для вычисления боковой по- 
верхности цилиндра, конуса и усеченного конуса учащиеся уже знакомы 
с некоторыми телами вращения, получаемыми вращением отрезка вокруг 
оси. Для полноты картины следует еще рассмотреть фигуры, получаемые 
вращением отрезка, располозхенного перпендикулярно к оси вращения. 

Здесь могут быть два случая: или врашаемый отрезок имеет с осью 
общую точку, или он не имеет общей точки с осью вращения. 

Если один конец такого отрезка лежит на оси, то отрезок при своем 
вращении вокруг оси опишет круг; если же перпендикулярный к оси 
отрезок не имеет с ней общих точек, то при своем вращении вокруг 
оси он опишет кольцо. . 

Случай, когда оба конца отрезка лежат на оси, не представляет ин- 
тереса, так как отрезок, вращаясь вокруг самого себя, не меняет своего 
положения и, следовательно, не образует поверхности. 

Итак, отрезок, вращаясь вокруг оси, находящейся в однсй с нич 
плоскости, образует либо кривую поверхность цилиндра или конуса, или 
усеченного конуса, либо плоскую поверхность круга или кольца; других 
поверхностей отрезок образовать не может. Указанные пять возможных 
случаев положения вращаемого отрезка рассмотрены в стабильном 
учебнике. ° 

Следует рассмотреть с учащимися тело, получаемое при вращенив 
вокруг оси какой-либо плоской фигуры, находящейся в одиой плоскосте 
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< осью вращения; целесообразно выбрать такую фигуру, стороны котозой 
при вращении вокруг оси образовали бы пять разобранных выше поверх- 
ностей. Пусть дан шестиугольник АВСОЕЕ (рис. 309), вращающийся 
вокруг оси хх,, проходящей через вершину “А шестиугольника парал- 
лельно его стороне ОС и перпендикулярной к сторонам АВ и ЕР. Вер- 
шины фигуры, не лежащие на оси, называются свободными, в отличие 
от вершин, лежащих на оси и называемых яесвободными: свободных и. 
в данном примере являются вершины В, С, О, Еи ЕР вершина же А 
не свободна — она лежит на оси хх,. Чтобы изобразить на чертеже тела 
вращения, следует провести из всех свободных вершин перпендикуляры. 
на ось и продолжить их на такое же расстояние по другую сторону оси; 
другими словами — слелует построить фигуру, симметричную данной отно* 
сительно оси вращения. При вращении шестиугольника АВСОЕЕ вокру! 
оси хх, сторона АВ дает круг, так как АВ | хх, стороны ВСи РЕ — 
кривые поверхности усеченных конусов, сторона ДОС — кривую поверх- 
ность цилиндра, сторона ЕР — кольцо и, наконец, сторона 2А — кривую“ 
поверхность конуса; поверхность тела вращения 


$и= ав 5вс + 5ср-[ ЗрЕ-Е ЗЕЕ Эд: 

Итак, поверхиость тела 
вращения есть арифмети- 
ческая сумма поверхно- 
стей, образуемых враще- 
иием отдельиых звеиьев 
замкнутого контура пря- 
молинейной фигуры. Сле- 
дует подчеркнуть, что; 1} фи- 
гуры берутся плоские, 2) ось 
вращения лежит в одной пло- 
скости с вращаемой фигурой 
и 3) вращаемая фигура рас- 
положена по одну сторону 
от оси вращения. 

При вычерчивании тела, получаемого вращением вокруг оси хху 
данного шестиугольника АВСРЕР, можно было изобразить на рисунке 
и круги, диаметры которых ВВ:, СС, ОБ, ЕЕ, и РЁ, и тогда 
отдельные части тела вращения выделялись бы более четко (рис. 809а); 
однако, можно этого и не делать во избежание загромождения рисунке 
большим числом вспомогательных линий. 

Можно ограничиться осевым сечением тела вращения. 

При вычислении объема данного тела вращения необходимо обра- 
тить внимание учащихся на то, что отрезки ЕЁ и ВА, образуя при вра: 
щении плоские фигуры, фигуры двух измерений, не дают объема, и что 
конус, поверхность которого образована вращением отрезка АР, не при- 
надлежит телу вращения, и последнее, таким образом, состоит из ци- 
линдра ОС и приложенных к нему равными своими осноРаниями двух 
усеченных конусов, из которых вынут конус РА, 

Таким образом, имеем: 


У: = Ув —- Уве + Усь + Уре -- Увк— Ул» 


Ув=0 и М,.,=0, 


Рис. 309. Рис. 309а. 


но 


а потому , 
Ут= Уве Усь-Е УрЕ— УРА: 


Итак, объем тела вращения есть алгебраическая сумма объемов 

составляющих его частей. 
1. Теорема Гюльдена об объеме и поверхности тел 
Теорема вращения впервые была дана в конце Ш в. греческим 
Гюльдена. математиком Паппом в его „Математических коллек- 
циях“. В УН книге своих „Математических коллекций“ 
Папп говорит: „Отношения между собою фигур, происшедших от вра- 
«цения линии или поверхности, находятся межлу собой как произведения 
образующих фигур и окружностей, описанных из центра тяжести“, 
их Гюльден (1577—1648), швейцарский математик, в 
своем сочинении „О центре тяжести“ следующим об- 
Аг. ---.- разом формулирует свою теорему: „Величина объема 
или поверхности вращения равна производящей площади 
или длине линии, умноженной на путь, пройденный ее 
центром тяжести“. Не исключена возможность, что Гюль- 
ден взял свое предложение у Паппа. Интересно отметить, 
что ни Папа, ни Гюльден не дали полного доказатель- 
ства своих предложений; строгое доказательстго теоремы 
Гюльдена дается в курсе интегрального исчисления. 

Теорема Гюльдена позволяет находить весьма про- 
сто и изящно поверхности и объемы многих тел, полу- 
чаемых при вращении плоских фигур вокруг оси, не пе- 
ресекающей вращаемой фигуры и лежащей с ней в одной 
плоскости, если известно положение центра тяжести 
фигуры и его расстояние от оси вращения; поэтому по- 
знакомить учащихся с применением теоремы Гюльдена 
небесполезно. Теорема Гюльдена обычно дается учащимся 
в средней школе без доказательства. Покажем все же, как 
можно пояснить учащимся сущность теоремы Гюльдена. 

2. Если вращать отрезок вокруг оси хх., то, в зависимости от по- 
ложения отрезка относительно оси, получается боковая поверхность 
щилиндра, конуса, усеченного конуса, круга или кольца. 

Известно, что центр тяжести отрезка лежит в его середине. Пусть 
центр тяжести отрезка АВ находится в точке М. Запишем, чему равны 
боковые поверхности тел (рис. 310), получаемых при вращении отрезков 
А.8,, А.В., АзВ:, А.В,, А-В; вокруг оси хх,, лежащей в одной пло- 
скости с данными отрезками: 


Рис, 810. 


56. ‹ =2щАН = 2п.МО,.А.В,, 
$5. к == кА == 21. МО, А.В», 
так как Ю® =2МО,, где МО, — средняя линия, 
56. уе. к == п (А + /)[=2т.МО.,.А,В., 
так как Ю-|-г=2МО, (средняя линия), 


5 рун == п? == 21.МО,-А,Ву 
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так как А =2М0, =А,В,, 
Зкольца == П (Ю -[ 7) (В — 7) =21.МО,`А, В», 


так как Ю-|- г= ВО, + А, О, =2МО, и Ю—г=А,В,. 

Разбор полученных равенств показывает, что поверхность, обра- 
зуемая вращением вокруг оси отрезка, лежащего по 
одну сторону от оси ив одной с ней плоскости, равна 
произведению длины отрезка на длину окружности, ра- 
диус которой есть расстояние центра тяжести отрезка 
до оси вращения. 

3. Допустим, что вокруг оси ОО; вращается однородная весомая ло- 
маная линия АВСОЕ, все звенья которой лежат в одной плоскости с осью 
и по одну сторону от оси (рис. 811). Пусть 

АВ=й, ВС=Ь, СР=ь, ОБЕ =; Г. 

М,, М,, М,, М, — центры тяжести звеньев АВ, 
ВС, СР, ОЕ; 

а, а, а;, а, расстояния центров тяжести = 
М,, М, М., М, до оси ОО;; 9 

и — масса отрезка материальной линии в еди- -------в--- 
вицу длины. 

Из механики известно, что, если дана система 
материальных точек и 1, т, т.,... — массы 
этих точек, то сумма произведений массы точек на 
соответствующие расстояния точек до оси — мо- 
мент системы относительно оси — равна произведе- 
нию общей массы М всей системы на расстояние 
центра тяжести всей системы до той же оси — мо- 
мент центра тяжести всей системы относительно Е д, 
той же оси. Рис. 311. 

Тогда, на основании вывода п. 2, имеем: 


ЗавсрЕ = 2па, АВ -|- 2па.ВС-- 2па.Ср- ...== 
—2т (а. а. а, ...). (1) 
Массы отдельных звеньев материальной ломаной будут 


М ВМ Шу... 


0 


м. 


---%«- *- —_— 


_---м---- 


< 


Сумма произведений масс этих звеньев на соответствующие расстоя- 
ния их от оси ц (2.4, + а, + а. -...} равна общей массе М сист мы, 
умноженной на расстояние @ ее центра тяжести относительно той же оси, 


следовательно, 
Ма == в (а ай, р а.ь--...). 
Но масса М всей’ системы равна 
МА...) 
(ИР...) ва=ы(а д На Нац -...), 
Ы-Ь-.. дааа +... (2) 
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а потому 


откуда 


Подставляя в формулу (1) вместо (ад -- а/, ++ а.) +...) соответ- 
‚твующее значение из равенства (2), получим следующую формулу для 
вычисления поверхности тела вращения, образуемой вращением вокруг 
оси плоской линии, лежащей в одной плоскости с осью и не пересекаю- 
щей ось: ‚ 
ЗавсрЕ== 21а (1 НЫ...) = 2141, где Г=АНЬЬ-... 

Полученная формула справедлива и для случая, когда ломаная линия — 
замкнутая; она верна и для плоской кривой линии, которую можно рас- 
гматривать как предельный случай ломаной линии, вершины которой 
лежат на кривой и число звеньев которой бесконечно возрастает. 

Формула выражает так называемую первую часть теоремы 
Гюльдена. 

Поверхность, получаемая При вращении вокруг оси какой-нибудь 
плоской линии лежащей в одной плоскости с осью и не пересе- 
кающей ось, равна произведению длины вра- 
щаемой линии (Ё) на длину окружности (21а), 

радиус которой (@)} равен рас. 
6 | стояиию центра тяжести вращае- 

----- Е мой линии до оси вращения. 
-‚---Чк Центр тяжести окружности и 
линий, ограничивающих правиль- 
-.---- мные фигуры, совпадает с центром 
фигур, а потому легко найти по 
теореме Гюльдена поверхности 
Рис. 312. Рис. 312. тел, получаемых при вращении их 
вокруг оси, конечно, с соблю- 

дением указанных в теореме условий. 
Задача. Правильный шестиугольник со стороной а вращается вокруг 


оси, параллельной стороне шестиугольника, на расстоянии а от центра 
тяжести, причем ось лежит в плоскости шестиугольника (рис. 312). 
Вычислить поверхность тела вращения. 
По теореме Гюльдена 
Эт. р =Р.2пх = ба. 2па == 12па? кв. ед. 


Если непрерывно удваивать число сторон вписанного шестиугольника, 
то в пределе, когда число сторон будет бесконечно-велико, получится 
окружность; теорема Гюльдена остается верной и для окружности; полу- 
чаемое же при вращении круга вокруг оси (лежащей в плоскости круга} 
тело называется тором. Поверхность тора — „кольца“ — равна 2пР-х, 
где х расстояние центра окружности до оси вращения. 

4. Вывод второй части теоремы Гюльдена следует предварить реше- 
нием следующей задачи; 

Параллельно стороне квадрата и его плоскости проведена прямая, 
отстоящая от ближайших вершин квадрата на расстояние рф и не пере- 
секающая квадрат; сторона квадрата равна а. Найти объем тела, полу- 
чаемого при вращении квадрата вокруг этой оси (рис. 812а). 


Решение данной задачи приведено в стабильном учебнике; приводим 
краткую запись решения задачи: 


У; = п (а + 5)?а — пё?а == па (а*-|- 2а6) -= па? (а - 26). 
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Если ОК=х, то х= Ь и 2х =а- 25, 
а У; = п(а-Р 26) а*==9пха? (куб. ед.). 


Итак, объем тела вращения равен площади квадрата, умноженной на 
длину окружности, радиус которой равен расстоянию центра тяжести ква- 
драта до оси вращения. . 

5. Рассмотрим плоскую фигуру, ограниченную произвольным контуром; 
разобьем ее площадь взаимно перпендикулярными прямыми на сеть ква- 
дратов, которые могут быть взяты каких угодно малых размеров. Пусть 
площадь разобьется на п целых квадратов и 22 различных частей квадра- 
тов, прилежащих к контуру фигуры. Если неограниченно уменьшать сто- 
роны квадратов и тем самым, следовательно, неограниченно увеличивать 
число и квадратов, то квадраты заполнят площадь всей фигуры, и тогда 
площадь ее 5 можно рассматривать как предел суммы площадей всех 
заполняющих ее малых квадратов. Итак, 


$ = ит (я 5-55 ... 5$), 


где 51, $5, 53... Площади отдельных квадратов. 

Пусть данная фигура — однородная пластинка, имеющая одинаковую 
толщину, и пусть квадратная единица имеет массу 14; в таком случае массы 
соответствующих площадок будут: 1151, 1155, $» +. › 5. 

Если расстояния центров тяжести площадок до оси вращения обозна- 
чить через а;, а., а, ..., сумму всей массы через М==у5, расстояние 
центра тяжести всей массы 5 до оси через @, то, на основании получен- 
ного в п. 4 вывода, имеем: 


У == 2па;5; + 2па,5, -|- 2па.5, +... ==2т (а15; -- а.5, - 4,58 | ...)- 
Но _ _ 
№ (2151 -- а,5. | а353--...)== Ма == 55а, 


@15}  а.5. -- аз... = 55а, 
У = 21а.5$ (куб. ед.). 


Или 


а потому: 


Эга формула выра кает собой вторую часть теоремы Гюль- 
дена: объем, получаемый при вращении вокруг оси какой-нибудь 
плоской фигуры, лежащей в одиой плоскости с осью и по одну 
сторону от оси, равен произведзнию площади фигуры на длину 
окружности, радиус которой равен расстоянию цеитра тяжести пло- 
щади вращаемой фигуры до оси вращения. 

Вычислим по теореме Гюльдена объем тела, получаемого вращением 
правильного шестиугольника со стороной а вокруг оси, параллельн”й 
стороне шестиугольника и отстоящей от центра тяжести фигуры на рас- 


стояние а. 
а? | Е 


У; = 214.5 =21:.6. 4 


—3па3 И $ (куб. ед.). 
Для тора имеем: 
У тора —пА?. 2х = 21292х (куб. ед.), 


где х — расстояние центра круга от оси вращения. 
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6. Следует обратить внимание иа то, что поверхность тела, получэе- 
мого при вращении вокруг оси плоской фигуры, лежащей в одной пло- 
скости с осью и по одну сторону от оси, или его объем зависят исклю- 
чительно от длины контура или от плошади вращаемой плоской фигуры 
и от расстояния центра тяжести линии или площади до оси вращения. 
В силу этого поверхности тел, получаемых при вращении изопериметри- 
ческих плоских фигур с общим центром тяжести, равны, равны также 
объемы тел, получаемых при вращении равновеликих фигур с общим 
центром тяжести. 

Необходимо указать, что центр тяжести контура треугольника и 
центр тяжести площади треугольника вообще не одно и то же; центр 
тяжести контура получается следующим образом: если провести средние 
линии треугольника и в полученный треугольник вписать окружность, 
то ее центр и будет центром тяжести контура треугольника; он отстоит 
от стороны а треугольника на расстояние 


й, Ве Йа (2р— а) 
У — ‘арьфе 4р 


Нользуясь циклической подстановкой, находим расстояния центра тя- 
жести и от других сторон: 


— № {22Р— В) и —_ № (@р— в) 


У» 4р Е 4р 


Точка, которую мы в геометрии называем центром тяжести треуголь- 
ника, есть центр тяжести плотнали треугольника; это — точка пересечения 
медиан треугольника, и она отстоит от сторон треугольника соответственно 
на расстояния УВ, УЕНЕИ, и у =, 

7. Положение центров тяжести линий и площадей фигур можно найти 
следующим образом: вычисляют поверхность или объем тела вращения, 
пользуясь общими формулами, и вычисляют их с помощью теорем Гюль- 


дена. пользуясь при этом неизвестным пока расстоянием х центра тяжести 
линии или площади от оси; Сравнивая затем оба полученные выражения, 


находят величину х, а таким образом, и положение центра тяжести. 


Задачи и вопросы. 


1. Осевое сечение конуса — прямоугольный треугольник, площадь которого 
равна т?. Найти объем конуса. 

2. Высота конуса А. Две взаимно перпендикулярные образующие делят бо- 
ковую Поверхность на две части в отношении 1:2. Найти объем конуса. 

3. Основание треугольника а, высота йа. Треугольник вращается вокруг 
своего основания а. Найти объем тела вращения, 

4. Центр основания одного прямого конуса служит вершиной другого и об- 
ратно. В любом осевом сечении образующие одного параллельны образующим 
другого. В каком отношении боковзя поверхность одного конуса делит объем 
другого? 

5. Даны правильная треугольная пирамила и два конуса: один вписан в нее, 
другой описан. Найти отношение объемов конусов. 

6. Конус лежит на плоскости и катится по ней, вращаясь вокруг своей не- 
подвижной вершины; высота конуса й, образующая #{. Вычислить поверхность, 
описываемую высотой конуса. 

7. Развертка коиуса — сектор радиуса а с углом а == 90°. Найти объем конуса. 
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8. Через вершину конуса и хорду его основания, равную радиусу основания, 
проведена плоскость. В каком отношении делится этой плоскостью объем конуса? 

9. Дан усеченный конус. Раднус одного основания вдвое больше радиуса. 
другого основания, и боковая поверхность равна половине полной его поверхно- 
сти. Найти его объем, если известно, что площадь осевого сечения равна 22. 

10. Параллелограм, периметр которого р, вращается вокруг оси, проведен- 
ной через конец большей диагонали его т, перпендикулярно к этой диагонали. 
Найти поверхность тела вращения. 

11. Треугольник, площадь которого $, вращается вокруг стороны а. Найти 
объем тела вращения. 

12. Площадь параллелограма АВСР равна $. Нейти объем тела, получаемс го» 
при вращении параллелограма вокруг прямой, проведенной через вершину па- 
раллелограма параллельно диагонали, длина которой равна т. 

13. Диагональ АС прямоугольника АВСО равна а; отношение сторон мень- 
шей к большей равно т. Прямоугольник вращается вокруг одной из своих диа- 
гонглей, и каждый из двух треугольников, на которые он делится диагональю, 
образует тело вращения. Найти объем общей части обоих тел. 

14. Правильный шестиугольник со стороной а делится меньшей его диаго- 
налью на две части. При вращении правильного шестиугольника вокруг этой 
диагонали получаются два тела вращения, из которых одно целиком лежит внутри 
другого. Найти поверхности обоих тел вращения и объем тела, заключенного 
между этими двумя поверхностями. 

15. Прямоугольная трапеция АВСО, основания которой СВ=а, АДр=ьЬи 
высота Ср ==й, вращается вокруг прямой, перпендикулярной к основанию тра- 
пеции и отстояшей от СР на расстояние т, где т_> 6. Найти центр тяжести 
трапеции. (СО и ось вращения находятся по разные стороны от наклонной бо- 
ковой стороны.) 


Указания к задачам и вопросам. 


1. Объем коиуса равен у зан, Требуется найти В и Н. Осевое се- 


чение конуса — равнобедренный треугольник и, по условию задачи, прямоугсль- 
2 

ный, следовательно, > =т}, где { — образующая, и й=2т?; но Ю-- Н—= 

или Ю?-- Н?— 2т?, легко видеть, что Ю = Я: значит 


202 = 2Н—=2т2 и Ю=Н=т, 
Находим: 


1 1 


о 3 из (куб. ед.). 


2. При вычерчивании изображения конуса вычерчиваем сперва его осевое 
сечение А5В, а затем и конус (рис. 313). Надо при этом иметь в виду, что 
в осевом сечении угол между образующими не мо- 
жет быть меньше 90°, ибо в противном случае нельзя 5 
провести двух образующих, которые образовали бы, 
согласно условию вадачи, прямой угол. Требуется 


найти объем конуса УЕ =, Исходя из усло- 


вий задачи, проводим образующую 5$С | $8. Тре- 
угольник В$С прямоугольный и равнобедренный, при 
этом его катет / — образующая конуса; имеем ВС — ай 
нли ВС—=1У2. Согласно условию, "Ю!— боковая Рис. 313. 
поверхность конуса — делится в отнсшении 1:2; за- 

ключаем, что в таком же отнощении делятся и длины луг окружности основания ко- 


нуса, и ВС:—ВАС= 1:2, а потому (-ВС)° = м — 120° и (ВАС) == 240°. 


Полученный результат указывает, что ВС = ЮУЗ или ЮУ 3 =, откуда. 
- ‚ВУЗ _ВУБ, 
|3 2° 


28т 


Вычисляем затем Ю конуса. Из треугольника $ОВ иаходим: 2 = Н® + Ка 
жли = Н?+ В}, откуда © =21, 


Итак, 


3. Объем искомого тела вращения равен или сумме (есля Д Ви ДС ост- 
рые), или разности (если / В тупой) объемов двух конусов: 
1 


= 212 С = з вр = 5 ки? (РС = ВБ) = т хй2а (куб, ел.). 


Если применить теорему Гюльдена, то, естественно, получим тот же ре- 
зультат: 


ла (куб. ед.). 


4. На рис. 314 дано нзображение данного тела. Фигурз ЗКОГ — рэмб, тэк 
'как КЁ ! ЗО и О, середина $О и КЁ, следовательно, 
1 


50, = 50 н 04 =- 03, 


1 
Укяк=- Ук 
1 
Укзгк= Укогк = 5 Ук 


и объем биконуса ЗКОГ == 
1 
Ук „следовательно, остав- 
шийся объем конуса равеи 
3 
я Ук и потому отнош. ние 
`, 1.3 
т. объемов равно —: — =1:3. 
=” г - 4 4 
5. Известно, что объемы ' 
двух конусов, имеющих рав- 
ные высоты, относятся как 
Рис. 314. К?:Ю?; радиусы же вписан- Рис. 315 
. ной и описанной в правиль- 
ный треугольник окружностей относятся как 1:2, а потому У: И, —=1:4. 
Если бы была дана правильная четырехугольная пирамида, то получился бы 
другой ответ, а именно У,: У, = 1:2. 
6. При вращении конуса его высота образует поверхность нового конуса, 
радиус основания которого у, высота х и образующая равна высоте в данного 
конуса (рис. 815). 


+ 
1 
1 
' 
Ю 
‘ 
р 
Ц 


вок=яУЙ (кв. ед.). 


Из треугольника 5О0С находим у: 


р 
1—1 н э=*!. 
Итак, 
ра 
вок=* --`И=т-- (кв. ед.). 
1 { 
-а?.90° 2 
7. Площадь данного сектора т равна боковой поверхности =Ю/ 


та? а 
конуса: -д- — "ЮГ и а*=4Ю] =4Юа, откуда Ю = =: 
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Находим затем Аи У конуса: 


И ал 

1 — — Ш 
н=ув— =) ®— щ=дГ!5 

и 1 4 а паз. , 
Ува ИВ = БИ куб. ед. 


8. Оба тела на которые плоскостью делится конус, имеют одну и ту же 
высоту, а потому их объемы относятся, как площади их оснований, а именно — 
как плошади двух сегментов. Плошадь меньшего сегмента 


92 уз 7? — 
5, =: _ МУЗ (2=—3У3), 
площадь большего сегмента 


_ р. 18", ЮЗ ВЮ = 
$ = 5" = ть (10-438), 


следовательно, _ —_ 
51:5 = (%—313):(10*4- ЗУ 3) 
или $9 
5.2305 = 0,03. 
9. Ууе, к = ®Н (Ю2 {+ Ю"- ”). По условию В = 2/, а потому 
} 7 
Уус.к = 5 ®Н (ай м+м) =. ти? Н. 


Кроме того, задано, что п(Ю + ^) [= 1? -|- 1”, или, заменив Ю через 2», имеем: 
ЗЫ ==5т и =. 


Согласно условию 
=] 
ВМ и н=У 5-и=4, 


Подставляя в формулу объема найденные значения Ю, [и Н, получим: 
7.04 28 

= — 12. — и пи 

Уус.к = 3 7" УГУ ^^. 


Остается найти г. Площадь осевого сечения 


2ю 4 
$0 = - 5 2" — и? или 37-5; К —= та, 
или 47 — п? и =, 


и, следовательно, 
__ 28 тз _Т 


Уус.к= о" 3 = 1898 куб. ед, 
9, 

10. 1) Следует построить параллелограм АВСР и 
провести через вершину его А ось вращения ОО; | АС Рис, 316. 

(рис. 316). 

2) Из свободных вершин В, Си ДР параллелограма нужно провести перпен- 
дикуляры к оси: ВВ, | ОО;, РО, | ОО; диагональ АС перпендикулярна к ОО; 
но условию. 

3) Обозначим отрезки, необходимые для вычисления поверхности: АВ = а, 
АБ =, АС =т (дано), ДБ; =х и ВВ; = у. 


4) $; == $ дв -- 5вс + 5ср + $Ар= 
= луа + п (ут) л(х-- т) а -- сх = 
== (ау -- ру - вт + ах -- та-+ 5х) = 
== [(а-- Пу (а хантщЬ= - 
==я(а + (хфу+т). 
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В полученном выражении является известной только одна величина 11. 


Согласно условию задачи 2а | 26 =р иа+ = 5. ‚ а потому 


1 
$: == отр (ху м). 
Из рис. 316 усматриваем, что х-- у= т, следовательно, 


$. = 7 тр-2т = тр кВ. ‘ед. 


Как видно, при решении задачи в общем виде не требуется находить отдель- 
но ни значения д, ни В, ни х, ни у. 
По теореме Гюльдена имеем: 


т 


$. =р.2м. 5 


— р.^.т=п.т-р кв. ед. 


так как центр тяжести контура параллелограма вследствие его центральной сим- 
метрии совпадает с центром симметрии. 


25 
11. Высота треугольника Йд = я Вычисляя объем тела вращения по фор- 
муле Гюльдена, находим: 
4 
И = 5.2. = г. 
т 3 


12. 1) Объем тела вращения И. == Увс- Уве — Удв — Улдв 
2) ВВ, =Рр, =х; СС. =2х (рис. 317); 
8) АВ; == БС: = у; ВС = т — у=АБ; 


Ти) аа + о) Ту (ее 29) — Ту 


— з п? (т — у) = Едет _1 хат —= 2птд?; 


3 
> 
ГА 0 2, пу А |: &, 
Рис. 317. Рис. 318. 
По теореме Глоюльдена имеем: 
$ 2 


У, =5$.2:.х=5.28. — = 21.-— куб. ед. 
т т 


13. Построив осевые сечения обоих тел вращения (рис. 318), замечаем, что 
их общая часть — ромб АБСР (РЕ | АС). Вращая его вокруг АС, получим би- 
конус: 

АВ=х; АБ-=тх; ОРУ; ОС=А0=о. 
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Из подобия треугольников АДС в РОС имеем; 


РО _раА у _тх _ ат 
ос=рЕ и => ›‚› откуда У=5 . 


У, =2.5.=. 4 `2-р 


По формуле Гюльдена 


„У 21а. па ат? 1 
——.95. = = м. 
У = == 


паЗт? куб. ец, 


14. Строим изображение превильного шестиугольника АВСРЕЕР и проводим 
одну из меньших его диагоналей АР (рис. 319). ЕЁ, =а и АЕ=аУЗ. 


Находим площади поверхностей бдвсря и Здре обоих тел вращения: 
1 
ЗАВСРЕ == 27 (1 ра {а ) а -- 2542 —= Тка? вв. ед. 


а 
ЗАРЕ = 25 5. @ = па? кв. ед. 


‚а 3 1 3 /3 
Улвсвекл =? |; = уз (тенечза а) 2’ .@УЗ| 
3`4 2 
з 9 — 
Е 54 "5 а?= ы УЗ куб. ед. 
| в 
—»- —---< 
А ИА \ 
с 
\ Г /’ й 


Рис. 319, Рис. 320. 


15. Следует построить сперва половину осевого сечения тела вращения и 
определить по нему форму тела вращения (рис. 320). 


р и=и- Ууе. кон. —— 
= лир — ал т — ат — БА т — 2) тв] = 


= = Вт? — Зий — а — 3 — ар Е Зат + Зыт) == 


= 1 ай [Зт (а - 6) — (2-Е 2?) — а6. 


[м 


2) Находим объем по формуле Гюльдена. Центр тяжести трапеции лежиг на 
средней линии оснований, ибо, если допустить, что трапеция: разбита параллельно 
основаниям прямыми на тонкие полоски, то центр каждой из пих находится в ев 
середине, а следовательно, центр тяжести всей трапеции лежит на средней линаи 
параллельных сторон. Пусть это будет точка Ми ее расстояние от оси ОО, 


равно х. Имеем: 


И == АВ, ро аа: 


19* 20 


откуда 

= У. 
(а ьА’ 

это расстояние центра тяжести от оси вращеиия. 

3) Отложив [М =х и проведя ММ, || ОО, находим гочку М — тачку пере- 
сечения средней линии оснований и ММ;. Это и есть центр тяжести п ющади 
Трапеции. . | 

Найдем еще отрезок ММ№. Проведя высоту РС, получаем треугольник РСЁ, 


в котором РА =йЙи ЕР, обозиачив / ЕЕС через , находим ва= 


2 
о — Это 
— 28. Сторона МЕ треугольника ММЕ равна ы— (тт 2х 


ь—а° 2 , 
а потому й от й р 
фт 2х, _вфт-2х 2 (вт 2х 
ММ = о ва 2 а ва “ 


Таким образом найдены расстояния точки Мот оси, и оно равно х, и от 
й (6 —2т +2х) 
. р —а у 

Задачи на отыскание центров тяжести фигур весьма интересуют учащихся: 
можно предложить им о.ыскать центры тяжести фигур (площадей) аналитически 
и построением, и проверку построения проводить вычислением. 


основания трапеции ДА, оно равно 


$ 61. Шар. 


1. Шару в средней школе обычно уделяется недостаточ1о внимация, 
а между тем изучение его весьма существенно для решения значитель- 
ного числа практических задач. Следует также иметь в виду, что зна- 
ние свойств шара весьма существенно для изучения астрономин. Все 
это заставляет настаивать на детальном ознакомлении с шаром и уделить 
этому вопросу достаточное число часов, что должно быть учтено пры 
планировании времени на проработку учебного материала по геометрни. 

При проработке этой темы следует использовать из числа наглядных 
пособий черный вращающийся глобус, на котором можно чертить мелом, 
каркасную модель шара и модели частей шара или шар с сечениями, 
необходимымн для показа частей ззара; может быть также использована 
центробежная машина, с помощью которой можно показать, что шар 
есть тело вращения; можно, наконец, использовать и географический 
глобус с нанесенными на нем параллелями и меридианами и решить, 
пользуясь им, ряд жизненных интересных и полезных задач. 

2. Определение шаровой или сферической поверхности следует сопоста- 
вить с определением окружности. 


1) Окружность есть гео- Шаровая поверхность 


метрическое место точек на пло- 
скости, удаленных ог одной 
точки на данное расстояние. 


2) Круг есть часть плоско- 
сти, ограниченная окружно- 
стью. 


есть геометрическое место точек 
в пространстве, удаленных 
от одной точки на данное рас- 
стояние, 

ЦТар есть часть простран- 
ства, ограниченная шаровой 
поверхностью. 


Необходимо также дать определение шаровой поверхности и шара, 
принимая во внимание, что шар есть тело вращения, 
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Шаровой поверхногтью (шаром} называется повеэхность (тело), 
«бразуеная при вращенчи полуокружности (полукруга) вокруг своего 
Энаметра. Для иллюстрации этого определения можно воспользоваться 
центробежной машинной. 

Определение отдельных отрезчхов в шаре слелует также сопоставить 


< определениями отрезков в круге. 
окружности 
1) Отрезок, концами которого служат центр и точка 
поверхности шара 
называется раднусом. 
2) Отрезок, концами которого служат две произвольные точки 
окружности “ 
НОСТИ называется хордой. 
поверхности шара 
круга 
шара 


3) Наибольшая хорда называется диаметром, она проходит 


через центр. 
- круга 


{ ы 
4) Все радиусы и все диаметр шара 


разны между собою; все диа- 


метры делятся в центре пополам. 

Необходимо еще указать, что ортогональная проекция шара на пло- 
«кость при любом его положенни в пространстве есть круг. 

3. Особо следует рассмотреть сечения шара плоскостью; доказатель- 
ство, что такое сечение — круг, иместся в любом учебнике. Необходимо 
только дополнить доказательство указанием, что любая точка, лежащая в 
плоскости се ‘ения вне или внутри окружности, по которой плоскость пере- 
сегает поверхность шара, соответственно или дальше или ближе отстоит 
от центра сечения, чем любая точка, лежащая на окружности сечения. 
Следует исследовать формулу г=У Ю? — а&?, где Ю — радиус шара, г— 
рациус сечения и 4 — расстояние сечения от центра, для разных значе- 
ний &, а именно, приняв 1} @=0, 2) 0 аж Ю, 3) 4=Юи4) ар. 

В первом случае г==А и получается большой круг шара, во 
втором случае г<_ А и получаются малые круги; в третьем случае 
т = 0 и сечение есть точка, лежащая в плоскости касания к шару 
и, наконец, в четвертом случае ’— число мнимое, что указывает на то, 
что уже не существует общего сечения, так как проводимая плоскость 
лежит вне шара. 

4. Большие круги шара соответствуют диаметрам круга в планиметрии, 
а плссксеть касания к шару — касательной к окружности. Чтобы более 
полно подчеркнуть наличие соответствия между шаром и кругом, с елует 
сопоставить отдельные теоремы планиметрии и стереометрии: 


1) Диаметры круга равны. Большие круги шара 
2} Два диаметра круга равны, 
пересекаются в одной точке, Два больших круга шара 
в центре, и взаимно делятся по- пересекаются по диаметру и 
полам. | взанмно делятся пополам. 


Если к тому же доказана теорема через любые две точки на по- 
верхности шара, не лежащие иа концах одного диаметра, можно 
провести только один большой круг,— можно еше сопоставить сле- 
лующие теоремы из планиметрии и стереометрии: 
круга 


3) Хорды н ент 
) Хорды, равно удаленные от центра шара» 


равны. 
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а 
ара та больше, которая ближе к чентру. 


4) Из двух неравных хорд =. а 

На самом деле, через каждую из двух данных хорд можно всегда 
провести большой круг; большие круги можно совместить и применить. 
для доказательства соответствующую теорему планиметрии. Справедливо 
и утверждение, что 

5} равным хордам соответствуют ровные дуги больших кругов, прэ- 
веденных через эти хорды, и т. д. 

Если, кроме того, принять во внимание, что хорде круга в плани- 
метрии соответствует малый круг шара в стереометрии, то можно срав- 
нить еще ряд теорем из планиметрии и стереометрии: 
Малые круги шара шара 


6 авно удаленные от центра авны. 
) хорды круга 'Р Ул центр круга р 
лых кругов шара тот который 
7) Из двух малых кр: р больше, ОР ближе к центру 
хорд круга та которая 
шара 
круга ` 


5. Следует сопоставить и задачи иа построение касательной и касатель- 
ной плоскости. 


Через точку на окружно- Через точку на поверхно- 
“сти провести касательную к сти шара провести к ней каса- 
ней. тельную плоскость. 


В обоих случаях каждая из задач дает только одно решение: гли 
прямую — касательную или касательную плоскость. 


К окружности провести К шаровой поверхности 
касательную, — параллельную провести касательную плос- 
данной прямой. кость, параллельную — данной 


плоскости. 


Каждая задача дает два решения: или две прямые или две плоскости; 
метод построения в обоих случаях один и тот же. 

Теорема планиметрии: через точку на окружности можно провести 
только одну прямую. касательную к окружности; аналогичная теорема в 
стереометрии читает. я так: через точку на поверхности шара можно поо- 
вести только одну касательную к ней ячоскость. Если же поставить 
вопрос, сколько можно провести прямых, касагельных к шаровой по- 
верхности, через точку, взятую на шаровой поверхности, то ответ будет 
гласить: бесчисленное множество, и все эти касательные лежат в одной 
касательной плоскости. 

Обращае:ся внимание на то, что на плоскости из внешней точки к 
окружности можно провести только две касательные; если же вращать 
окружность с проведенными к ней из внешней точки касательными 
вокруг оси симметрии — центральной секущей, то в пространстве из 
одной точки к шару можно провести бесчисленное множество касатель- 
ных; они являются образующими конуса касания. Указывается также 
или показывается на рисунке или модели, что можно провести бесчислен- 
иое множество прямых, касательных к поверхности шара и параллельных 
данной прямой: все эти прямые служат образующими цилиндра ка- 
сания. Следует пояснить учащимся, что конус касания, когда вершина 
конуса (точка, через которую проходят касательные — образующие конуса) 
удаляется в бесконечность, иеограниченно приближается к цилиндру 
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касания и что, наоборот, в предельном случае, когда вершина конуса 
касания, приближаясь к поверхности шара, окажется на поверхности 
шара, конус касания обращается в плоскость касания. ` 

‚16. Полная аналогия может быть проведена межлу взаимным положением 
двух шаров и взаимным положением двух кругов. В самом деле, если 
пересечь два шара плоскостью, проходящей через их центры, то в сече- 
нии получится два больших круга, взаимное положение которых харак- 
теризует и взаимное положение двух шаров. Так, обозначив линию 
центров двух шаров через 4 и их радиусы через ^, и г», имеем: если 

} 4> п - г, — шары лежат один вне другого и не касаются друг друга; 

2) а=г, |-г, — шары внешне касаются; 

3) г—"<а< и - к — шары пересекаются, и круг сечения пер- 
пендикулярен к линии центров; 

4) @=х, —г, — шары внутренне касаются; 

5) 4" — и, — шары лежат один внутри другого и не касаются; 

6} 4==0 — шары концентрические. 

Можно рассматривать и расположение касательных поверхностей по 
отношению к двум шарам. 

В первом случае шары имеют две общие поверхности касания — двой- 
ной конус касания внутренний и конус касания внешний; в том случае, 
когда 7, =), внешний конус касания переходит в цилиндр касания. 

Во втором случае шары имеют также две поверхности касания: 
1) плоскость касания, проходящую через точку касания шаров перпендику- 
лярно к оси касания, и 2) внешний конус касания, в частном случае, при 
Г. ==7, обращающийся в цилиндр касания. 

В третьем случае шары имеют только один внешний конус касания 
и при 7; =, — цилиндр касания, 

В четвертом случае шары имеют только одну плоскость касания. 

В пятом и шестом случаях шары не имеют общих касательных по- 
верхностей. 

Понятно, что рассматриваемые случаи должны быть иллюстрированы 
соответствующими рисунками. Вопрос о взаимном положении двух шаров 
следует пояснить на некоторых примерах. Ниже приводится подобного 
рода задача. 


Задача. Даны две концентрические шаровые поверхности; к мень- 
шей из них проведена касательная плоскость н через центр проведена 
плоскость, дающая в сечении кольцо. Доказать, 
что оба сечения равновелики. 

Пусть радиусы данных шаров равны г, И г,, где 
Г. >г,, и пусть площадь сечения касательной пло-” 
скостью равна п/?, где г — радиус сечения; пло- 
щадь же кольца, получаемого сечением поверх- 
ностей шаров плоскостью, проходящей через центр 

- 272 Дор 
системы. равна тп (77 — 772). Но 12 — ® =, что 
следует из прямоугольного треугольника ОКА 
(рис. 321), а потому п (7? — 2} = п/?, и, следова- 
тельно, оба сечения равновелики. 

7. Необходимо дать понятие о кратчайшем расстоянии между двумя 
точками на поверхности шара. 


Рис. 321. 


` 
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Кратчайшим расстоянием между двумя точками, отсчитываемым 
на шаровой поверхиости, называется меньшая из двух дуг боль- 
шого круга, проведенного через эти две точки. с 

Учащимся следует дать лишь определение понятия о кратчайшем 
расстоянии; соответствующее доказательство, что меньшая из двух луг 
болывого круга, проходящего через данные две точки на поверхности 
шара, есть кратчайшее расстояние между иими, выхолит за поелелы 
элементарного курса геометрии; можно ограничиться указанием, что со- 
ответствующая теорема была доказана математиком К. Ф. Якоби 
(1795 —1855). Поясняется также, что на земном „шаре“, на поверхности 
Земли линия, являющаяся кратчайшим расстоянием между двумя точками, 
называется геодезической линией. 

Разумеется, что кратчайшее расстояние межлу двумя точками, измерен- 
ное не по поверхности шара, есть хорда шара, концами которой служат 
две данные точки. 

8. Небесполезно рассказать учащимся, что уже александрийские мате- 
матики Гиппарх, Птоломей и др. начали создавать так называемую 
сферическую тригономзтрию, т. е. геометрию на 
поверхности шара, и что сферическая тригоно- 
метрия возникла главным образом из нужд 
астрономии, в которой она играет значительную 
роль, и была закончена трудами Эйлера и 
Лагранжа. Следует пояснить, что сторонами 
фигуры на поверхности шзара служат дуги боль- 
ших кругов; выражают эти дуги в градусах и 
между ними устанавливается определенная чи- 
словая зависимость. Так, на рис. 322 дано изо- 
бражение сфэрического треугольника АВС, его 
сторонами служат дуги трех взаимно перпен- 
дикулярных больших кругов, и каждая из дуг 
равна 90°. Должно быть указано, что „стороны“ сферического треуголь- 
ника, выражевные в градусах, не зависят от длины радиуса шара, так 
как число градусов дуги не зависит от длины радиуса. 

Можно упомянуть, что Эвклид построил свою планиметрию на плос- 
кости, математик же Б. Риман (1826—1866) построил новую неэвкли- 
дову геометрию, частностью которой являются двумерные образы, соз- 
данные на поверхности шара. Другую неэвклидову геометрию создал 
один из величайших математиков своего времени — казанский профессор 
Н. И. Лобачевский {1798—1856}; у него двумерные образы созданы на 
псевдосфере. Ботее подробные указания по данному вопросу имеются в 
книгах Р. Бонола— „Неэвклидова геометрия“ и частичноу Филипса 
и Фишера-- „Элементы геометрии“. 

„ 9. Если пересечь шар плоскостью, то последняя раз- 

делит шар на две части, на два шаровых или 

ОЙ о, сферических сегмента; по анатогии: прямая рас- 

верхности. секает круг на два круговых сегмента. 

Радиус, проведенный из центра шара перпендику- 

лярно к плоскости сечения — основанию шарового сег- 

мента, делится этой плоскостью на две части, из которых часть между 

основанием сегмента и его сферической поверхностью называется высо- 
той сегмента. ` 
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Рис. 322, 


Шаровой сегмент можно рассматривать, как тело вращения; он полу- 
чается, если круговой сегмент вращается вокруг своей высоты. Заметим, 
что если нет специальной оговорки, что за шаровой сегмент принимают 
меньший из двух сегментов, на которые делится шар, если высота й 
сегмента равна раднусу А шара, й = Ю, то сегмент обращается в полу- 
шар; понятно, что в этом случае оба сегмента равны. 

Часть шара, заключенная между двумя параллельными плоскостями 
сечения, называется шаровым слоем, его боковая кривая поверхность — 
шаровым поясом, или зоной. Плоскости сечения дают малые круги 
шара и являются основаниями слоя, расстояние же между ними есть 
высота слоя. Радиусы х, и х, оснований шарового слоя вообще не равны 
между собой. Если один из радиусов, положим г,, равен 0, то шаровой 
слой обращается в шаровой сегмент. Если принять основание сегмента 
за основание конуса, вершина которого находится в центре шара,. то 
тело, состоящее, таким образом, из конуса и сегмента, называется шаро- 
вым, или сферическим, сектором; высота сегмента, дополняющего конус 
до сектора, одновременно служит и высотой сектора. 

Сферический сектор можно определить и как тело, получаемое вра- 
щением кругового сектора вокруг его крайнего или среднего радиуса. В 
этом случае крайний или средний радиус — ось 
вращения. Такой сектор называется шаровым 
сектором первого рода. Если в осевом сечении 
шарового сектора первого рода угол равен 1809, 
то такой шаровой сектор обращается в полушар. 

Кроме шарового сектора первого рода рас- 
сматривают шаровой сектор второго 
рода, который получается вращением кругово- 
го сектора вокруг диаметра ОШ;, не совпада- 
ющего с крайним радиусом и не пересекающего 
сектор. Сектор второго рода можно рассмат- 
ривать или как шаровой слой АГ. К\, из кото- рис. 323, 
рого вынуто два конуса [О/. и КОК, (рис. 323), 
или как шар, из которого вынуто два сектора первого рода [ОЕ ОГ 
и КОКО.К. Если один из радиусов кругового сектора 
перпендикулярен коси вращения, то шаровой сектор есть по- 
лушар, из которого вынут сектор первого рола. Высотой сектора вто- 
рого рода служит проекция его дуги на ось вращения. 

Все эти части шара следуег показать на моделях и показать их об- 
разование. с помощью центробежной машины. 

10. Следует отметить, что обычно средняя шкота не 
уделяет должного внимания вопросу о вычислении радиуса 
Вычисление шзра, между тем как измерение и вычисление радиуса 
шара или его диаметра имеет даже болынее практическое 
значение, нежели вычисление по уже готовым форму- 
лам поверхности и объема шара. Опыт показывает, 
что если предложить учащимся найти радиус или дизметр какого-либо 
матесиального шара, то большинство из них не знают, что достаточно 
зажать шар между двумя параллельными плоскостями, например тисками, 
а затем измерить расстояние между этими плоскостями; оно и будет равно 
диаметру шара. 

Следует также показать, как измерить и вычислить радиус шара, 
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радиуса 
шара. 


когда дана только часть шара, например меньшая его часть. В данном 
случае следует отшлифовать место излома, и тогда получается шаровой 
сегмент. Если затем измерить радиус г основания сегмента и его высоту 
й (рис. 324), то можно построить и вычислить радиус А шара. Действи- 
тельно, построив прямоугольный треугольник по катету, равяому г, и 
разности й между гипотенузой и другим катетом, мы находим искомую 
гипотенузу треугольника (рис 3244). Для вычисления радиуса ® шара 
следует воспользоваться равенством: 


в=й(2ю— №) или ПРА, 
откуда р +” 


Если отшлифовка места излома шара затруднительна, то следует 
изготовить гипсовый слепок данной части шара и по нему уже произ- 
вести указанные измерения, а затем выполнить требуемое построение и 
вычисление. 

В том случае, когда поверхность части шара повреждена в целом 
ряде мест и неповрежденными сохранились только небольшие участки 


с 
ь 


0 


Я 
Рис. 324, Рис. 324а. Рис. 3725. 


поверхности данной части шара, следует использовать циркуль, Устано- 
вив острие ножки циркуля в одно из неповрежденных мест поверхности 
шара, например М, дают циркулю такое растворение, чтобы можно было 
отметить на поверхности шара три точки, положим точки 4, В и С, 
так, что МА = МС== МВ (рис. 325). Эти точки А, В и С принимают 
за вершины треугольника, измеряют пиркулем расстояния АВ, ВСи СА 
и переносят этот треугольник в определенном масштабе на чертеж. 
Пусть АВ =, ВС=а и СА==Ь, тогда радиус г окружности малого 
круга шара, на которой лежат точки А, В и С, вычисляется по формуле 
абс 
планиметрии г==-д‹.. Для вычисления радиуса Ю примем, что МА == 
МВ —=МС = т, кроме того, приняв во внимание, что точка /ЛМ, точка 
О, — центр малого круга и точка О — центр шара л.жат на одной пря- 
мой, находим из треугольника МО,А, обозначив ЛО, через х, что 


х2—т?— 1 или х=У т? — №, и из треугольника АО О, что В? == 


т д? —_ 
—=/-|- (А —х)? иль в=б® или, заменив х через]/ 1? — у2, что 
в | т? 
2-м 


В частиом случае, сли а—=Ь==12,0, с==15,8 и т==10,0, имеем: 
г= 7,97 и Ю = 8,28. 


Если, наконец, на шаровой поверхности имеются лишь четыре не- 
больших неповрежденных места и ни одно из них не служит центром 
окружности, проходящей через остальные три точки, то эти четыре точки 
принимают за вершины некоторого тетраэдра, и по длине всех шести 
его ребер, длина которых измеряется циркулем, однозначно определяется 
тетраэдр, после чего вычисляется радиус шара, описанногс около этого 
тетраэдра. Вычисления эти сложны и Выходят за пределы элементарного 
курса геометрии средней школы, поэтому ограничимся нахождением ра- 
диуса описанного шара, проходящего через все четыре вершины тетра- 
эдра, путем построения. 

Вычерчивают развертку тетраэдра 5АВС в плоскости его основания 
АВС (рис. 326} и строят высоты тетраэдра и углы наклона боковых 
граней тетраэдра к плоскости основания. 
Построив высоты 54., 58. и $5С, боко- 
вых граней и продолжив их до взаимного 
их пересечения в точке А’, находим осно- 
вание К высоты $К пирамиды. Линейные 
углы наклона соответствующих боковых 
граней тетраэдра к плоскости основания 


° Рис. 326. 


образуются прямыми $4, и А.К, $8, и В.К, $С; и С.К, так 
как отрезки КА, КВ, и КС, являются проекциями соответственных 
высот 5, 58, и $5С; боковых граней. Построив прямоугольный тре- 
угольник 5КС, по катету КС. и гипотенузе С.5, получим действитель- 
ную величину угла наклона бокозой грани бАВ к плоскости основа- 
ния АВС; пря этом катет $К треугольника 5КС, равен й — высоте 
тетраэдра Таким же построением можно найти углы наклона и других 
боковых граней. Треугольник 5КС;: на рисунке заштрихован. 

Все грани тетраэдра —— треугольники, вписанные в малые круги опи- 
санного шара, а потому, если провести через центры этих кругов пер- 
пендикуляры к граням тетраэдра, то провзденные четыре перпендикуляра 
пересзкутся в одной точке, в центре описанного шара. Находим центр 
О; окружности малого круга, в который вписано основание тетраэдра 
АВС, н центр малого круга О,, в который вписана одна из боковых 
граней, положим АВ5; отрезки ВО; и ОО, — медиатрисы одной и той 
же стороны АВ, а потому точки О, Би О, лежат на одной прямой; 
эти же отрезки ОО, и ДО, являются отрезками сторон линейного 
угла а двугранного угла, образуемого плоскостью основания АВС и 
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. плоскостью боковой грани А5В; этот угол а также равен углу, обрз- 
зуемому прямыми $С, и КС, — высотой бок вой грани и ее проекцией 
иа плоскость основания АВС. Церпендикуляры О.М и О.М, проведен- 
ные к плоскостям основания АВС и грани А$В, пересекутся в точке 
М -— центре описанного шара, и образуется четырехугольник О,ОО,М со 
сторонами ОО и )О., в котором /ОРО,=а, /МО,0=90° и 
И МО,0=9.”. Построив четырзхугольник по сторонам О.О и 00,, 
углу а между ними и прямым углам МО0О и МО.О (рис. 326а), на- 
ходим отрезок О.М — расстояние центра М описанного шара от плос- 
кости основания тетраэдра. Построив затем прямоугольный треугольник 
МО;:А по катету МО. и катету АО), равному радну у малого круга, 
описанного около АВС, находим гипотенузу МА, которая и есть иско- 
мый радиус АЮ описанного мара. 

При выполнении указанного построения следует использовать спз- 
циально изготовленную каркасную модель шара с вписанным в него те- 
траэдром или стереометрический ящик. 

Каркасная модель должна иметь откид- 

ные боковые грани с проведенными в 

них высотами. 

Нередко приходится иметь дело с 
гладко отполирозанной поверхностью 
части шара, например с частью сте- 
клянного шара, на которой невозмеж- 


Рис 327. Рис. 328 


но выполнять измерения с помощью циркуля Тогда для этой цели сту- 
жит специальный измеригельный прибор — сферометр, которым поль- 
зуются при измерении радиуса кривизны линз и оптических стекол. 

Сферометр — треножник (рис 327) на трех одинаковой длины за- 
остренных ножках С, С, и С., которые служат вершинами равносторон- 
него треугольника С,С.С.; через середину треножника, его центр, про- 
ходит винт Р; винт заканчивается круглой плоской головкой Е с нане- 
сенными на ней делениями; плоская головка разделена на п равных 
частей, например 100. 

Сферометр устанавливают сперва на проверочную, обычно сгеклян- 
ную, плоскую плитку так, чтобы острие винта касалось плитки, и озме- 
чают затем положение головки ЕЁ на шкале О, прикреплеиной к тренож- 
нику 

После этого, немного вывинтив винт, ставят сферометр на сфериче- 
скую поверхность и поворачивают винт до тех пор, пока его острие не 
коснется испытуемой поверхности; таким образом, все четыре точки — 
С, С., Сз и острие винта А касаются шаровой поверхности. 
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По шкале ДР отсчитывают высоту сегмента, в основание которого 
вписан правильный треугольник С\С.С.. Каждое деление шкалы Ш) обычно. 
соответствует одному ходу винта, высота которого наперед известна, а 
по делениям головки можно узнать и доли этого деления. 

Пусть сторона треугольника С\С,С, — основания треножника — равна 


а (рис. 328), тогда гу: из треугольника же СВО, в котором 


ХХ С.ВО ==90°, находим К? — (Ю — 1)? =? или В? — (Ю 1) =“ , 
__ ЗИ - 22 
откуда К= в . 


Для каждого сферометра величина а известна, а отрезок ВР, равный: 
высоте сегмента #, определяется подсчетом по шкале. 

Так, когла а=4,5 см и #=0,5 см, находим Ю =7си. 

Если требуется вычислить радиус или диаметр глобуса, то мож! о 
поступить так: с помощью полоски миллиметровой бумаги измеряют длину 
102? меридиана; пусть эта длина равна а, тогда длина всего меридиана: 
равна 362. Если обозначить радиус глобуса через А, то получим: 

36а 


2пА ==36а и К= >. = 18.0,32а = 5,8а; 


при а=5,0 см, В = 29 си. 

Следует отметит», что нахождение радиуса шара представляет для’ 
учащихся весьма интересную и жизненную задачу. Эта задача дает` 
указание, как можно вычислить радиус земного шара. 

Можно также показать учащимся, как нанести на шаровую повер\- 
ность с помощью циркуля большие круги. Чертят на плоскости окруж- 
ность данного радиуса Ю и делят ее двумя взаимно перпендикулярными 
диаметрами на четыре равные части. „Взяв в циркуль“ хорду, равную. 
стороне вписанного квадрата, отмечают на поверхности шара с помощью 
циркуля отдельные точки большого круга, при этом острие одной ножки, 
циркуля сохраняет на поверхности шара одно и то же положение. 


ЗАДАЧИ И ВОПРОСЫ. 


1. Окружности каких радиусов можно провести на поверхности шара ра: 
днуса А? 

2. Где должен находиться источник света, чтобы была освещена половина 
шаровой поверхности? 

3. Дан круги вне его в пространстве точка. Как должна быть расположена 
точка относительно круга, чтобы можно было построить через нее и окружность. 
данного круга шар? 

4. Где расположены центры всех равных окружностей, лежащих на поверх- 
ности данного шара? 

5. Широта Москвы $ = 55545' (северная). Найти длину параллели, на кото- 
рой лежит Москва, принимая землю за шар, радиус которого А = 6370 км. 

. То же — для Ленинграла (59967’ севериой широты). 

6. Ставрополь (Северокавказский край) и Симферополь (Крымская АССР}, 
лежат приблизительно на одной широте 465? (северной). Разница долгот эжих го- 
родов == 8°, Найти расстояние между ними по параллели. 

7. Определить длину тропика Рака. 

8. Определить длину окружности полярного круга. 

9. Найти длину дуги меридиана в 1", 


зон 


Указания к задачам и вопросам. 


1. Круги, радиусы которых г, удовлетворяют условию 0 = г = ^. 

2. Если источник света находится на конечном расстоянии от шара, ть пучок 
‚лучей, падающий на шаровую поверхность, освещает только часть поверхности 
нпара, а именно — сегмент, меньший половины поверхности шара; однако, по 
мере того как источник света удаляется от шара, освещаемая часть шара уве- 
‚личивается; наконец, если источник света будет неограниченно удаляться от 
лпаровой поверхности, то освещаемая поверхность шара будет неограниченно при- 
ближаться к половине шаровой поверхности. 

3. Точка может находиться в любом месте пространства, но только не в 
плоскости данного круга. . 

4. Центры таких окружностей лежат на сферической поверхности, раднус 
которой равеи 4 — расстоянию центра окружности круга от центра шара. Если 
а—0, круги совпадают с большими кругами данного шара, 
если @4== А, круги обращаются в точки, лежащие на плоско- 
<тях касания к шару; если 4 < А, окружности кругов лежат 
на поверхности шара. 

5. Пусть точка М обозна- 
чает Москву (рис. 329); тог- 
да-КМ = =55945" из тре- 
угольника №О:0 находим.О, М== 
—= ОМ.с0$ф или г=А-с08 ф, 
где г— радиус параллели, Ю — 
радиус земли и ф— широта 
Москвы. Подставляя числовые 
данные, находим, что окруж- 
ность параллели равна прибли- 
зительно 22 500 км. Можно вы- Рис. 330. 
числить длину 1° параллели 
Москвы, она приближенно равна 62,5 км. Следует указать учащимся, что радиус 
любой параллели равен № с0$ $, где Ю — радиус земли и $ — широта места. 

6. Сперва следует найти длину всей параллели, на которой лежат поимено- 
ванные города; эта длина равна 2хи, где == Ю.с0$ ф ==6370-с0$ 45° —=3185`У 2, 
«ледовательно, 21" ==2.3185я / 2 ==6370 ]/2; дуга в 8° равна 

6370 У 2.8 ‘1274 2 


360 = 9 —: 629 ке. 


Рис. 329 


Так же решаются задачи 7 и 8. Ответы: 36 700 хм и 15900 км. 
9. Если принять А = 6370 км, то длина меридиана равна 21-6370 и длина 
дуги в 1’ равна 
21.6370 


й 360.60 = 1,85 км = 185.10 м. 


Морская миля, т. е. длина дуги меридиана, равной одной минуте, точнее 
‘равна 1854,5 м. 


Необходимо еще проработать с учащимися ряд примеров на вычисление площа- 
дей сечений шара, Примеры имеются в любом сборнике задач по стереометрии. 
11. Квыводу формулы для вычисления поверхности 
| шара можно подойти путем предварительного озна- 
| ть комления учащихся с вычислением поверхности шаро- 
| частей, вого слоя, которая образуется вращением дуги по- 
луокружности вокруг диаметра. 
1) Пусть дана дуга АД полуокружности МАДБМ, 
‚которая вращается вокруг диаметра ММ (рис. 330). Вписав в дугу АД 
лравильную ломаную линию АВСО, находят поверхность, образуемую 
вращением этой ломаной вокруг диаметра ЛМ; эта поверхность 


бавсь== 2 1х. А.В. -|- 2х. В, С, | 2пх.С,0, = 21х. А.О, 
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где х — отрезок медиатрисы звена ломаной или апофема и А, ), — про- 
екция ломаной на ось вращения — диаметр ММ. 

При удвоении числа сторон ломаной площадь поверхности тела вра- 
щения $,»ер и длина отрезка медиатрисы х — величины переменные, 
проекция же 4,0, ломаной — величина постоянная. 

При неограниченном удвоении числа и сторон ломаной, вписанной в 
лугу АВ, поверхность $„;ср стремится к своему пределу, который пред- 
ставляет собой сферическую поверхность, 
а именно — поверхность шарового пояса, 
при этом х — апофема — имеет пределом 
Ю — радиус окружности, а 4.);, проекция 
дуги АД на диаметр, является высотой Н 
шарового пояса. Итак, переходя к преде- 
лу, получают: 


$ш.п==21ЮН кв. ед. 


Можно показать, что поверхности, 
образуемые вращением правильных одно- 
именных ломаных линий, одной — вписан- 
ной в дугу окружности, другой — описан- 
ной около дуги окружности, имеют один 
и тот же предел при неограниченном удвое- Рис. 331. 
нни числа их звеньев. 

2) Пусть АВСР —ломаная, вписанная в дугу окружности, и 4А1В:С. 2. — 
ломаная, описанная около дуги окружности (рис. 331). 

Известно, что 


Завсь=2п.х.а@ и Зд.вис, р, == 21: 211, 
следовательно, 


За,виси, — вср== 218-а:4, —2п-хаа = 2" (Ю-в,4, — х аа) = 
—=21(Ю.а.4, —хаа + аа — В аа) = 
==2т [2 (4:4, — аа) -- а4 (В —х). 


Разность А — х при неограниченном удвоении числа звеньев ломаных 
неограниченно уменьшается; рассмотрим еще разность @4: —а4; эта 
разность меньше А.А + ОБ, =2АА =2 (04, — Ю) <2А.К=А.! В; и 
при неогракиченном удвоении числа звеньев ломаной звено А.В; нео- 
граниченно уменышается. 

При условии, если число сторон правильной ломаной п-+ со, 
то оба слагаемые А (4.4, —2а49) и а4(®Ю—х) бесконечно-малы и 
Зд.вис, р, — Завср = бесконечно-малой. 

Примем их общий предел за поверхность шарового пояса, т. е. 
$==Нт бдвеср== Ш Зв, с, 

Если один конец дуги совпадает с концом диаметра ММ, то при 
вращении дуги вокруг диаметра ММ получается поверхность шарового 
сегмента: 

$ш. сегм = 8ПЮН кв. ед. 


Формула для вычисления поверхности тела вращения остается спра- 
ведливой и тогда, когда оба конца’ дуги совпадут с концами диаметра; 
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но в таком случае получается поверхность шара, и при этом Н=2», 
а потому 

5ш =21пАН = 21Ю.2Ю == 41? ==п0? кв. ед., где 2) — диаметр шара. 
Итак, поверхность шара равна учетверенной площади большого 
круга шара. 

Равенство $ = 2пАН читается так: сферическая поверхнссть любого 
из тел: шарового пояса, шарового сегмента и шара равна длине ок- 
“ружности большого круга шара, умноженной на высоту тела, где 
под высотой разумеется проекция на диаметр вращаемой дуги, обра- 
зующей соответствующую поверхность. 

Учащимся следует вывести отношение поверхностей двух шаров; оно 
равно отношению квадратов их радиусов или диаметров. Для закрепле- 
ния выводов необходимо решить несколько задач на вычисление поверх- 
ностей перечисленных тел. 

Остановимся на вычислении поверхности полушара. На вопрос, чему 
равна поверхность полушара, обычно следует ответ: поверхность полу- 
шара равна 2п/А?. Данный ответ правилен, если иметь в вилу лишь 
„боковую поверхность“ полушара и не учитывать поверхность плоской 
части полушара, а именно, площадь большого круга — основания полушара; 
учитывая последнее, имеем, что поверхность полушара равча 25А? -- 
-- п? —=3пА?. В силу неопределенности терминологии, что слелует 
понимать под поверхностью полущшара, является возможность дачи на 
поставленный вопрос различных ответов, и правильным, как нам ка- 
жется, является ответ, что поверхность полушара равна ЗпА?, так как 
полушар — тело, и как таковое со всех сторон ограничено поверхно- 
стями; поэтому надлежит при вычислении поверхности полушара учесть 
и площадь круга, т. е. основания полушара, что и дает ЗпРЮ-; что же 
касается значения ответа 2пА?, то это — половина поверхности шара. 

Итак, поверхность полушара равна 3ЗпЁ?, половина же поверхности 
шара 2пА?. 

Полезно поставить учащимся вопрос: чему равно отношение 
поверхностей шара и полушара; оно равно 41А?:3п 8? —= 4:3. 
Можно дать задачу: шар делится тремя попарно взаимно перпендику- 
лярными большими кругами на восемь частей, Найти поверхность одного 
из восьми полученных тел и отношение поверхности каждой части к 


поверхности шара. 


` 4; 2 ] 
Кривая поверхность восьмой части шара равна = = 58 кв. ед. Кро- 


ме того, восьмая часть шара ограничена еще тремя етвертями площади 


3 
болышого круга, т. е. -д пА?, а потому позерхность каждого из сб- 
тор Зорб 
разовавшихся тел равна = пК? -|- - п? = у пА?, и отношение ее к 


поверхности шара равно 2 пк: 412 — 5:16. 


Задача 1. Из шара выдел ется доля, ограниченная двумя большими 
полукругами; чему равна пов рхность доли шара, заключенной между 
двумя большими полукругами, образующими угол в 802? 

Поверхность такой доли состоит из кривой поверхности, равной 
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4=Кз-30° 1 ра . 
— 350 —==5 пА?, и площадей двух полукругов, сумма которых равна пА?, 
слеловательно, вся поверхность ее равна 


т пА? + пА? == пР? (ьв. ед}. 


Задача 2. Основания цилиндра служат одновремеино основаниями 
шарового пояса, а отношение поверхности пояса и боковой поверх- 
ности цилиндра равно 2. Найти длину дуги осевого сечения пояса. 

Прежде всего следует обратить внимание на то, что при данных 
условиях параллельные плоскости, выделяющие из шаровой поверхности 
шаровой пояс, одинаково удалены от центра шара и круги сечения 
Оовны, ибо они являются равными основаниями цилиндра. 

Обозначим радиус основания цилиндра и его высоту соответственно 
через ги Й, а радиус шара, которому принадлежит пояс, через А. 

Высоты пояса и цилиндра равны, а потому, согласно условию з!- 
дачи, 


2пЮЁ = Зпий-2 или =. 

Следовательно, в осевом сечении диамегр цилиндра 2'— Ю есть сто- 
рона правильного вписанного шестиугольника, а потому высота цилин- 
дра сторона правильного вписанного треугольника. Это значит, что 
искомая дуга осевого сечения пояса равна 


1.21 == пА н содержит 1202. 


Объем шара и | 12. Существует много приемов нахождения объема 
его частей шара. Один из них приведен в стабильном учебнике. 

_______ Иахождение обьема шара этим методом требует 
знания суммы квадратов п первых чисел натурального ряда: 


В... аи И и - У. 


Другой прием--геометрический, не совсем строгий — заключается в 
следующем: представим себе шар покрытым густой сетью меридианов и 
параллелей, которая разбивает поверхность шара на большое число ча- 
стей, каждая из которых представляет собой криволинейный четырех- 
угольник или треугольник. Если соединить вершины одного из четырех- 
угольников или треугольников с центром шара и провести чергз каждую 
пару радиусов шара плоскость, то получится четырехугольная или тре- 
угольная пирамида с вершиной в центре шара, основанием которой 
служит криволинейный четырехугольник ити треугольник. При неогра- 
ниченном увеличении числа п четырехугольников, на которые разбивается 
поверхность шзра, можно принять эти четырехугольники за плоские 


1 
четырехугольники, и тогда объем такой „пирамиды“ равен > $5. Ю, где 
р З 1 


$: — площадь основзния пирамиды и Ю, рздиус шара, —ее высота. По- 
нятно, что сумма объемов всех пирамид представляет собой объем шара, 
а сумма площадей всех четырехугольников и треугольников составляет 
поверхность шара, а потому объем шара равен поверхности шара 4пА?, 


умноженной на з Ю. 
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Обозначив объем шара через \У», ‚ находим: 
У: —=4кА?. == з пГ0З (куб. ед.). 


р . 
Если заменить А через -;, где Р — диаметр шара, получим: 


У: = пре (куб. ед.). 


Тем же приемом находится и объем шарового сектора: 
2 пр 
Уш.сект == з пА?Й, 


где Ю — радиус шара, которому принадлежит сектор, и й — высота сек- 
тора. При этом вывод для объема сектора второго рода ничем не отли- 
чается от вывода объема сектора 
первого рода. 

Следует показать учащимся, что 
из формулы объема шарового сек- 
тора заменой в ней А на 2Ю полу- 
чается формула объема шара. 

Третий прием аналогичеи вы- 
воду, примененному при нахожде- 
нии площади круга и поверхности 
шара. Для нахождения объема та- 
ким приемом необходимо сперва 
доказать вспомогательную теорему 
или лемму: 

Объем тела, получаемого при 
врашеиии треугольника АВС 
вокруг оси ММ, лежащей в 
плоскости треугольника и про- 
ходящей через вершину А ине 
Рис. 332а и 6, Рис. 333. Пересекающей треугольник, ра- 

- вен произведению поверхности, 


5 в 1 
образуемой при вращении стороной @ треугольника, на з высо- 


ты Йй. треугольника. 

Рассмотрим три случая. 

Е. Ось вращения (рис. 332а) совпадает со стороной АС треуголь- 
ника АВС. При данном условии тело вращения представляет собой два 
конуса, и объем У тела вращения равен сумме объемов обоих конусов: 


У. == пр8?. др -|-3 пов. БС = у поВ*(АБ-| ОС) = 
— поВ?. АС. 


Но РВ-АС=ВС.Й,, так как каждое из данных произведений есть 
двойная площадь треугольника АВС и, следовательно, 


У. р == -п.ОВ-ВС-й, 
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но п.ОВ.ВС — поверхность конуса или поверхность, образуемая враще- 
нием стороны ВС треугольника АВС вокруг стороны АС. Обозначив- 
эту поверхность через $»с, имеем: 
1 
у,. вр — бвс* 5 Аа. 
П. Ось вращения ММ не совпадает ни с какой стороной тре- 
угольника и ие параллельна стороне ВС. 
Продолжив стгрону ВС ло пересечения с осыо ММ в точке К (рис. 3326) „ 
имеем: 
Ир бк бок: й 
г. Вр вк За ск за 


ИЛИ 


| 1 
У: вр == (вк — ск) 3 й, == Зьс- зв, 


Ш. Если, наконец, ось вращения ММ параллельна стороне ВС 
(рис. 333), то 


У. вр. = СК.[К — 1 ПСК? АЕ — 1. п. СКЗ.АК == тСК?.1К— 


— + ПСК? (АЕ -|- АК) = пСКэ.1К— 1 пСКз-1К== 3 пСКа-1К. 


Но 2п.СК-ГК==21СК. ВС — боковая поверхность цилиндра, т. е.- 
бвс» следовательно, 


У, вр = СК.2тСК-ВС = $ъс-5 в. 


При помощи данной вспомогательной теоремы получается объем шаро- 
вого сектора. 

Пусть дан круговой сектор АОВ, в дугу которого вписана правиль- 
ная ломаная линия АСОВ (рис. 334). Если соединить концы А, С, [7 
и В ломаной с центром О окружности, получаем тре- 
угольники АОС, СОР и РОВ; врашая эти треуголь- 
ники вокруг оси МА — диаметра окружности, получаем 
объем ИУ тела вращения, равный объему трех тел, обра- 
зуемых вращением трех треугольников вокруг оси ММ 

1 1 1 
У — бас - без я брв’ 8 *— 
= (бас -Е ре + Зв) == Засьв- ух, 
где х — апофема правильной ломаной линии. 

При неограниченном удвоении числа сторон ломаной 
линии ломаная стремится к своему пределу — к дуге АВ 
сектора АОВ, апофема х стремится к своему пределу — 
к радиусу Ю, а объем тела— к объему шарового сектора, поверхность 
же тела, образуемая вращением ломаной, — к поверхности шарового 
слоя; эта поверхность равна 2пАЙ, где й — проекция дуги на ось враще- 
ния или высота слоя, а следовательно, и сектора. Итак, 

Ни ИУ = На (блсвв- 3 х)=з Ит $дерв' Итх 
п>Ь>> п» пЫс 


Рис. 334. 


2 
Уш сиг == 21Ай.К== = пЕ?В (куб. ед.). 
807 


При #==2А получаем обьем шара: 


Уш = пА?.28 == 3 пАЗ (куб. ед.), 


‚али, заменив А через 2, гле О — диаметр шара, имеем 
1 
У = РЗ (куб. ед.). 


4 1 
Формулу Уш = пА3 можно переписать так: Ир = 41.5 ю, и, 
таким образом, объем шара равен его поверхности, умноженной 
1 
ча д радиуса шара. 


Можно показать аналогично тому, как это было слелано выше по 
‚отношеныю к объему конуса, с учетом некоторых особенностей при вы- 
воде обьема шара, что объемы, получаемые вращением вписанных в круг 
и описанных около него правильных многоугольников, имеют общий 
предел. 

Данный вывод формулы объема шара удобен тём, что он аналогичен 
выводу формулы поверхности тел: конуса, усеченного конуса и цилиндра; 
-он позволяет более просто вычислить объем шарового слоя; вспомога- 
тельная теорема может быть самостоятельно использована при решении 
задач. 

Следует упомянуть, что шаровой сектор шара радиуса Ю, сфе- 
рическая поверхность которого равна А? кв. ед., называется стерадиа 


1 
ном; объем такого сектора равен з К*. Отсюда следует, что шар дан- 
ного радиуса Ю может быть сплошь заполнен 4п стерадианами, так как 
4 1 
поверхность шара равна 4пА? и 3 "АЗ: 5 ЮЗ == 4п. Стерадиан — единица 


для измерения телесных углов. Этой единицей пользуются в физике в 
разделе оптики, когда рассматривают световой эффект источника света. 

Четвертый прием вычисления объема шара основан на теореме Ка- 
вальери. Нахождение объема шара на основании этой теоремы дано 
в стабильном учебнике (ч. 2, стр. 109, $ 8) и там же (на стр. 111, $ 9) дан 
вывод объема шарового сегмента, основанный на той же теореме. 

Если находить объем шара и шарового сегмента по теореме Кавальери, 
то объем шарового сектора нужно рассматривать как сумму объемов 
двух тел, из которых он может быть составлен; конуса и дополняющего 
его шарового сегмента. 

Наконец, пятый прием вычисления объема шара основан на приме- 
‚нении формулы Ньютона-Симпсона: 


Уи Н(9--9--40.5) (6. ед.). 


Шар удовлетворяет требованию этой теоремы, а именно, любое се- 
‘чение шара плоскостью есть функция не выше второй степени его 
расстояния от основания шара. В самом деле, пусть АВ — диаметр шара 
(рис. 335) и перпендикулярно к нему проведена касательная плоскость Р 
и сечение, ей параллельное. Обозначив расстояние плоскости сечения от 
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касательной плоскости через й, имеем: плошадь сечения 
пи? == п [2 — (1 — Ю)  -= пй (2Ю — 1) = 21Ай — пй?, 
Для шара Н==2Ю, О==0==ди ©. == кА", а потому 
Уи = ГА (4п 3) -= 3 пАЗ (куб. ед.). 


13. Объем шарового сегмента можно рассматривать 
как разность между объемом соответствующего шаро- 
вого сектора и объемом конуса (рис. 336): 


Объем шаро- 
вого сегмента. 


2 в 1_. 
Иш. сгм == ИУш. сект —— Укон == 3; ПАЙ — 3 пи” (Ю— 1) = 
= кей — "(А —1)} 


но 72—й (2ю —Й), а потому 
Уш. сим п [288 — (2ю — 12) (В —#)] == 
—1 


дв (252 — 282 -|- В-- Юй — 1) == 


пд (ЗЕ — 1?) пА? (®—^) 


Формула может быть преобразо- 
вана так, чтобы в нее входил радиус 
основания сегмента. Вывод ее может 
быть предоставлен самим учащимся. 

Из равенства (2® — й) й == 1? или 
2Юй — 1? == г? получаем: 


п м 


= 955 


Ри и 
.В 
й 
[о 


Рис. 385. Рис. 336, 


й 
Формула У, с.гм == п? (®-з) преобразуется так: 


2 р 
п (= ЕЯ виз" — 21) (из Зет. 

Необходимо, чтобы учащиеся, анализируя формулу, усмотрели, что 
объем шарового сегмента равен сумме объема шара диаметра Й и поло- 
вины объема цилиндра, основание которого равно основанию шарового 
‚ сегмента, а высота — высоте сегмента. Аналогично ранее полученная фор- 
мула позволяет считать объем шарового сегмента равным объему цилиндра, 
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у которого радиус основания равен высоте Г сегмента, а высота — ра- 


1 
диусу шара, уменьшенному на 5. высоты сегмента. 


Такого рода истолкование формулы способствует лучшему запомина- 
нию самой формулы и приучает учащихся сопоставлять величину объемов 
отдельных тел, что особенно ценно при решении задач на построение 
с помощью алгебраического анализа. Желательно при этом дать и на- 
глядное представление такого рода истолкованию. Так, на рисунке 337 дано 
наглядное истолкование второй из приведенных формул. 

Следует применить каждую из формул для рассмотрения отдельных 
частных случаев, первую — приняв # —=2А, и вторую — приняв г=0 и 
й—=2Ю. В обоих случаях шаровой сегмент обращается в шар. Действи- 
тельно, в первом случае, при #==2К, имеем: 


Ув ==1:4А? (к-®) — —^ пАз, 


Во втором случае, при г==0 и #=2Ю, имеем: 


8=Юз__ 4 
Уш = - 6 = 3 пАЗ. 


Рассмотрение частных случаев позволяет учащимся убедиться в спра- 
ведливости обеих формул. 


Рис. 337. Рис. 338. 


Несколько слов о пользовании справочником. Иногда наблюдается, 
что учащиеся, прежде чем приступить к решению какой-либо задачи, 
обращаются к справочнику, ища ответ на поставленный в задаче вопрос, 
но, конечно, не находят его в нем. С подобного рода пользованием спра- 
вочником надо бороться: следует внушить учащимся, что к справочникам 
они могут обращаться для проверки, правильно ли записана ими та или 
иная формула. Определенный минимум формул учащиеся должны твердо 
ПОМНИТЬ. 

14. Вывод формулы объема шарового слоя. 

Заметнм, что шаровой слой (рис. 338) межно рассматривать состоя- 
щим из двух тел: первого, получаемого при вращении кругового сег- 
мента АО, и второго — усеченного конуса АВСО. Объем первого из 
ннх представляет собой разность между объемом шарового сектора и 
тела, получаемого при вращении треугольника АОД, т. е. 


2 п — б-р — Рав... == 2 пАзй — 2 п 
3 "К др = п й—2п Е — зп! Й== 
2 2 2 7:92 1 
== 5 пи (А — 11) = пи. ОК? =, пй. 4-== 5 пАО?.#. 
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Объем усеченного конуса равен тя (2-Е 72 -- пл",), а потому объ- 
ем слоя 
Узшр, вл РЕПА, пи ни) = 
Ей (АЗ -22 2и,. 
Но, если провести АМ | ОС, то из треугольника АМО имеем: 


АБ (п, — 1, 
а потому 
1 


"Ушар. вл == 6 пЙ (#7 — 2917, Да 2-2 и,) = 
- 1 

== 1й (1? 372 + 3). 

Обращаясь к объему тела, полученного при вращении сегмента, 


1 ь 
У кольца“ =— 5. пАО?.Й, 


рассмотрим частный случай, когда хорда АД параллельна оси вращения, 
т. е. диаметру шара; итак, при АД ==Й имеем: 


1 
` У кольца —% пАОЗ; 


снова получен прежний вывод. 

Понятно, что в классных занятиях с учащимися можно ограничиться 
только одним каким-либо выводом формулы как объема шара, так и 
объема шарового слоя и других частей шара. 

Советуем придерживаться основных выводов, данных в стабильном 
учебнике; иные выводы могут быть проработаны в кружках с наиболее 
успевающими учащимися или же могут быть даны как темы для рефера- 
тов учащихся; ясно, что в последнем случае следуег предварительно дать 
учащемуся указания об основных принципах подхода к решению в том 
или другом случае. 

Другой прием нахождения объема шарового слоя приведен в стабиль- 
ном учебнике; объем шарового слоя рассматривается как разность объе- 
мов двух шаровых сегментов. 

Необходимо дать учащимся соответствующее истолкование формулы: 


1 1 1 
Ушар. сл == 5 ПИ -- 5 ний -- -5 11; 


объем шарового слоя равен сумме: 1) объемов двух цилиндров, для 
одного из которых основанием служит нижнее основание слоя, для 
другого — верхнее основание слоя, высота же каждого из цилиндров равна 
половине высоты слоя, и 2) объема шара, диаметр которого равен 
высоте слоя (рис. 339). Формулу эту полезно иллюстрировать соответст- 
вующими наглядными пособиями. 

Последний вывод полезно проверить: 1) для случая, когда и, ==0, 
шаровой слой обращается в шаровой сегмент; в самом деле: 


1 1 1 
ИУ’пар. сл А = 1й (32 ^?); 
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получена та же формула, что и ранее выведенная; 2} для случая, когда 
г = 0, г, =0 и в —=2Ю =, шаровой слой обращается в шар; дей- 
ствительно, при указанных условиях имеем’ 


1 4 
Уш. сл == 103 == „ ПАЗ, 
. 6 3 
известная учащимся формула объема шара. 
Наконец, слелует рассмотреть и случай, когла г; ==х,, т. е. когда 


оба основания слоя равны и, следовательно, отстоят от центра на одно 
и то же расстояние (рис. 340); при этом условии имеем: 


Уш. а =19й-- 55 п, 


Рис, 339, Рис. 340, 


и объем шарового слоя равен сумме объемов цилиндра, радиус основа- 
ния которого г, и высота Й, и шара диаметра #. С другой стороны, 
объем слоя равен объему цилиндра плюс объем тела, получаемого при 
вращении кругового сегмента АР, хорда которого параллельна оси шаро- 
вого слоя. 

Таким образом, можно притти к следующему выводу: 

Если круговой сегмент вращается вокруг диаметра круга и при 
этом хорда сегмеита параллельна диаметру, то объем тела враще- 


1 газ 
ния равен -; паз куб. ед. Обьем элот, как показывает формула, не за- 


висит от радиуса круга, а зависит исключительно от длины хорды а. 

Такой результат неожидан для учащихтя и возбужлает в них сомне- 
ние в его справедливости. Необходимо воздействовать на интуицию уча- 
щихся и указать на то, что чем больше радиус кругового сегмеазга, 
хорла которого остается равной а, тем меньше самый сегмент (рис. 340); 
и при своем вращенни во‹руг днаметра больший сегмент опишет гето 
с неболышим сечением, а мзньший сегмент — с большим сечением. 

15. Можно остановиться и на вопросе об огь- 
исканни ценгри тяжести сегменга и сектора в 30°, 
45°, 60°, 90°, 180°. 

1) Пусть требуегся определить центр тяжести пло- 
щади сегмента АВС, радиус основания которого г 
и - АВ-=а? (рис. 3841). Центр тяжести сегмента 

Рис. 341. должен лежать на медиатрисе хорды АВ; пусть 
центр гяжести находится в точке М и отрезок 
МО —=х; обьем тела, получаемого при вращении сегмента вокруг диа- 


метра ОЕ, параллельного хорде АВ, равен $ (27 =. П/з; но по фор- 
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4 
3 


муле Гюльдена этот же объем равен О.2пх. Находим © — площаль 
кругового сегмента. 


__ __ пА2а 1 ое: —_ | ла . ) 
© = $кегм — 350 —2^ па = 5 | 150 ша |, 
и, следовательно, 
4 — А / га . ) 
п — [9 
3 п” == 21 5 (5 та]. 
Но ‚= Аз, а потому дпбззнй >. ЗтА?( 5 — эта) х, 
огкула 
413 33 -© $13 ^ 
— 2 4 2 
х= ` са т ЗЫ 
В? [$ А - 
Зп® (5 эта) 780 та 


Таким образом найдено расстояние ОМ, а следовательно, по вычис- 
лении х, и центр тяжести /М шарового сегмента. 

2) Пусть дан сектор АОВ и / АОВ==60° (рис. 342). Найдем центр 
тяжести шарового сектора в 60°, радиус которого равен КЮ. 

Центр тяжести сектора должен лежать на биссектрисе угла АОВ, 
пусть это будет точка М. Тогда по теореме Гюльдена 


Уюнар. сект ==(пл. секгора).2пх, 


где х==ОМ. Диаметр ОЕ | ОС. 


Аа 
Экеке == —6 ' 
где Ю — радиус круга. Следовательно, объем шарового сектора 
2? „_— 
У шар сект =8 2пх. 


С другой стороны, 


2 
У дао. сект== з ПАЙ, 


гле = АВ==а, =Юи 
откуда 


Таким же приемом можно отыскать центры тяжести других секторов. 
Центры тяжести некоторых фигур и линий, наиболее часто встречаю- 
щихся в практике, приведены в справочнике С 
Наце, т. [. А 

16. Следует рассмотреть с учащимися задачу: 

в многогранник вписан шар так, что он ка- 
сается всех его ‘граней. По данной полной поверх- 
ности © многогранника и его объему \У найти 


радиус вписанного в него Шара, 


Рис. 342, 


Решение. Если соединить центр вписанного шара со всеми вер- 
шинами многогранника, то можно его разбить по числу его граней на п 
пирамид; основание каждой пирамиды — грань многогранника, а высота — 
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радиус шара. Суммируя объемы всех м пирамид, находим, что объем И 
1 

многогранника равен полной его поверхности, умноженной на < рРали- 

1 ЗУ 

уса г вписанного шара, т. е. ИУ 5 иг. 

З 


Данная формула справедлива для любых тел, в которые можно вписать 
шар. 

Проверим формулу на примере шара, вписанного в конус; радиус 
шара г. Для конуса имеем: 


1 
Укон == 3 АН (куб. ед.) 
$. к ==пЮ/-- пА2 = А (В +1) (кв. ед.). 
Из осевого сечения конуса, в который вписан шар радиуса г, получаем 
7:(Н — г) =8:/, 
следовательно, 
Юя 
П=ЮН— ВЮ и == — 


1 
Лля проверки справедливости формулы У== 5„-з г следует подставить 
в Правую ее часть значения 5, и г; находим: 


И т® (+0. рт = пАаН. 


1 
Полученный результат показывает, что формула = 5 5,„.г верна 
для вычисления объема конуса. Так же можно проверить, что формула 
И = 15." справедлива и для цилиндра и усеченного конуса, при усло- 


вии, что в эти тела можно вписать шар. 

17. Необходимо обратить должное внимаиие на осмысленное выпо1- 
нение учащимися чертежа, изображающего 
шар, описанный около какого либо тела или 
вписанный в какое-либо тело; чертежи эти 
представляют для учащихся значительные 
трудности. 


0 


Рис. 343. Рис. 344. 


1) Обучение построению следует начинать с вычерчивания шара, 
вписанного в пирамиду или в призму, когда таковое возможно. 

Основания вписанной в шар прямой призмы лежат в параллельных 
малых кругах шара и отстоят от центра шара на одинаковое разстоя- 
ние, которое равно половине высоты призмы. Ниже указывается после- 


$14 


довательность вычерчивания вписанной в шар правильной треугольной 
призмы. 

Чертят болышой круг шара, совпадающий с плоскостью чертежа, и 
проводят в нем две равные параллельные хорлы АВ и СО и два малых 
круга, диаметрами которых служат эти хорды (рис. 3843); в каждом из по- 
строенных малых кругов проводят хорду, перпендикулярную к диаметру ма- 
лого круга и делящую радиусы О.В и О,О пополам; хорды А.А, ис, С, — 
стороны правильных вписанных в малые круги треугольников ААА, и 
СС`С,. Эти треугольники — основания призмы, и отрезки АА\ и СА, — 
высоты этих треугольников. Если затем соединить точки Си А, С} и 
Аз, Саи А», то получится искомая правильная треугольная призма, вписан- 
ная в шар раднуса ^ =ОД; точки О}, О и О, лежат на одной прямой, на 
оси призмы, совпадающей с днаметром шара. Можно ограничиться одним 
разрезом САА:К, сложного тела, проходящим через ребро и ось призмы, 

1 
и помнить, что отрезок О.К: =0О,К, равен -=- высоты треугольного ос- 
нования призмы. 

Когда число сторон основания правильной призмы нечетное, то обычно 
строят лишь сечение, проходящее через ребро и ось призмы. 

Если число сторон основания вписанной в шар правильной призмы 
четное, то можно ограничиться вычерчиванием сечения, которое совпа- 
дает с наибольшим диагональным сечением основания; это. сечение про- 
холит через центр шара, через центр шара проходят также и Наибольшие 
диагонали призмы, при этом они равны диаметру шара. На рис. 8+4 
дано изображение сложного тела: вписанная в шар правильная четырех- 
угольная призма, диагональное се- 
чение 4А.С.С,А, и диагональ А.С, 
призмы, которая одновременно являет- 
ся диаметром описанного шара. 

2) Если требуется вписать в шар 


Рис. 345. Рис. 346, 


правильную пирамиду, то следует помнить, что вообще основание пн- 
рамиды лежит в плоскости малого круга, в частном случае — в пло- 
скости болыпого круга, и что высота пирамиды проходит через центр 
шара; понятно, что диаметр шара перпендикулярен к плоскости осно- 
вания пирамиды. На рис. 345 и 346 даны правильные треугольная и че- 
тырехугольная пирамиды, вписанные в шар. При вычерчивании вписан- 
ной в шар правильной треугольной или четырехугольной пирамиды мож- 
но ограничиться построением лишь одного сечения, проходящего через 
ребро и высоту. 
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3) Если прямой круговой цилиндр вписан в шар, то основаниями его 
служат два параллельных и равных малых круга; у прямого кругового 
конуса, вписанного в шар, основанием служит малый или большой круг 
шара, высота такого конуса проходит 
через центр шара, перпендикулярно 
к плоскости основания конуса. * 

4) Когда рассмотрено построение 
тел, вписанных в шар, следует рас- 
смотреть построение шара, вписан- 
ного в прямую призму, прямой кру- 
говой цилиндр, правильную пирамиду 
и прямой круговой конус; следует 
предварительно указать учащимся, 
при каких условиях можно вписать 
шар в прямую призму и в прямой 
круговой цилиндр. Эти условия — 
следующие: необходимо, чтобы диа- 

Рис. ЗАТ. метр вписанного шара был равен 

высоте призмы или цилиндра. Это 

условие необходимое, но не достаточное. В прямую призму можно впи- 
сать шар при условии, если основание ее — описанный многоугольник, 
и диаметр окружности, вписанной в основание, равен высоте призмы; впи- 
‘сать шар можно только в прямой круговой цилиндр, если он равносто- 
‘рониий. Следует показать учащимся, как выполняется построение шара, 
вписанного в какое-либо тело, например в правильную треугольную призму. 

Построим правильную треугольную призму со стороной а и высо- 


уз 


той Й, равной 2^— з—› Где г— радиус вписанной в основание окруж- 


ности (рис. 347); высота й = ОО, — ось призмы; середина О высоты 
0,0, — центр описан- 
ного шара, отрезок 
ОА, — его радиус. Если 
провести среднее се- 
чение АВС призмы и 
вписать в него круг, 
то последний является 
болыним кругом впи- 
санного в призму ша- 
ра, этот большой круг 
шара касается боковых 
граней призмы, а сле- 
довательно, и шар ка- 
сается этих граней. 

В правильную че- 
тырехугольную призму 
можно вписать шар 
только тогда, когда эта призма — куб. Центр шара, вписанного в куб, 
совпадает с центром куба, а ось куба есть диаметр шара. 

Аналогичными рассуждениями указывается учащимся, как вписать 
шар в правильную шестиугольную призму и т. д. Следует выполнить 
с учащимися построение шара, вписанного в равносторонний цилиндр. 
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Рис. 348. 


Если шар вписан в правильную пирамиду, то он касается 
основания пирамиды, и диаметр его лежит на высоте пирамиды; вписан- 
ный в пирамиду шар касается граней ее и, следовательно, апофем 
пирамиды. При вычерчивании шара, вписанного в пирамиду, следует 
сперва вычертить пирамиду, ее апофемы и высоту, а затем уже шар. 

Сечение пирамиды, проведенное через точки касания шара с бо- 
ковыми гранями пирамиды, есть правильный многоугольник, который 
подобен основанию и описан около малого круга шара. При вычерчи- 
вании шара, вписанного в правильную пирамилу, положим треугольную, 
следует сперва начертить большой круг шара, совпадающий с плоскостью 
чертежа, а затем на некотором расстоянии от центра — малый круг ММ 
(рис. 348) и вписать в последний правильный треугольник МКЕ; после 
этого продолжают диаметр А,В,, перпендикулярный к малому кругу, 
на некоторое расстояние за поверхность шара ‘золожим до некоторой 
точки $, и проводят из точки 5 лучи 5М, 5К и $Ё, 5$М. до пересече- 
ния с М.М | ММ, далее М, [. | МЕ, М.К, | МК и ЁК, | [К. Проведя 
затем 


центра 


через /М. прямую АС, параллельную К.Г, 
„ К в АВ, ” М1, 


„ 1 » ВС, ыы М.К. ' 


получают пирамиду 5АВС, в которую вписан шар, при этом отрезки 
5$М., $К: и 5Ё.: являются апофемами. 

Более просто выполняется построение шара, вписанного в правиль- 
ную четырехугольную пирамиду. В последнем случае можно ограничиться 
построением сечения, которое проходит через апофемы двух противопо- 
ложных граней пирамиды и дает болышой круг 
шара, касающийся апофем и основания пира- 
милы (рис. 349). 

Пр. решевии задач, в которых требуется 
вычертить конус и шар, вписанный в иего, 
можно ограничиться построением только осе- 
вого сечення конуса — треугольника, описан- 
ного около большого круга виисанного шара. 

После этого для учащихся меньше будет 
затруднений при вписывании шара в усеченную 
пирамиду и в усеченный конус. Понятно, что 
подобные построения следует связать с реше- 
нием той или иной задачи, Рис. 349. 

13. Необходимо указать, что надлежит при- 
учать учащихся выполнять решение задачи на вычислекие поверхности 
или объема тел, а также отдельных элементов тел, в опрелеленной после- 
довательности. Учащийся прочитывает задачу, выясняет, что дано и что 
требуется найти, и, если нужно, набрасывает от руки чертеж, учитывая 
заданные условия задачи; после этого учащийся, исходя из- вопроса 
задачи, должен записать нужную для решения задачи формулу, положим, 
формулу поверхности или объема тела, и установить, какие отрезки, 
кроме данных, должны быть ему известны для решения задачи; лишь 
после этого он может приступить к вычислению длины отдельных нуж- 
ных ему стрезков, используя на основании взаимного положения 
отрезков и плоскостей метрические соотношения между отдельными 
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отрезками фигуры. Задачу следует, по возможности, решать в общем 
виде, и лишь когда она в общем виде решена, следует вставить в 
полученную формулу числовые данные. После этого желательно про- 
вести исследование полученного решения. 

Лля примера последовательной записи выполняемых вычислений рас- 
смотрим решение задачи: 

Около прямой призмы, основанием которой служит равнобедренный 


треугольник со сторонами а, а и 6, описан шар; высота призмы — Й. 
Найти объем шара. 


Для вычислений дано а==5,0 см, В =6,0 см и А —=15 см. 
Делается от руки набросок чертежа (рис. 850); вспоминается формула 
объема шара: 


Ил = пАЗ (куб. ед.). (1) 


Как видно, для решения задачи требуется знать длииу радиуса 
шара. Его можно определить из треугсльника ОО. А, в котором ОД, = 


и 00,=>:; обозначив А.О, через 


х, имеем: 
_— #2 ] 2 


В? — д”. (2) 


Итак, для вычисления радиуса Ю 
надо знать, чему равно х=А,О.. 
Но х=А,О, есть радиус окруж- 
ности, описанной около треуголь- 
ника А.В,С., стороны которого — а, 
аи 6. Известно, что радиус х опи- 
санной около треугольника окружно- 


абс 
сти вычисляется по формуле 45, 
гле 5— плошадь треугольника, а 
потому 
а:а.ё а 
— или х==- ‚где Н-— высота треугольника. (3) 
ЬН ан 
р 


Находим, что для вычисления х следует еще найти Е — высоту тре- 
угольника. 


ай или н=И- И. (4) 


Подставляя найденное значение (4) в формулу (3), ичеем: 
а2 
Х=——. 
4 — в 


Подставляя найденное для х значение в формулу (2), получаем: 


12 ай 
Ю? — |. _ 
чат 
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откуда 
ЕЕ 12 — бай? | 4а\ __ = РЕ ча, А 


4 (192 — 6?) да: — № 
Подставляя, наконец, значение А в формулу (1) объема шара, нз- 
ходим: 
4 __ ИР еНна аз? — ф?'Я + дай 
У 9 п =3 т п ( да у (куб. ед) 
или 


1 даа? — фейа Че , . 
ит ( ав —_ (куб. ед.). 


Формула для вычислечия объема шара по заланным условиям залачи 
записана в общем виде. Подставляя в полученную формулу вместо а, 8 
и Л данные их числовые значения, а именно: а==5,0, р =6,0 ий =15, 
имеем: 


И = ( 22500 — 8109-2500`\* 1 (1 = 2197000 _ 
вт \] 100 — 36 6" \`8`/ = 6.512 = 
= 715,21 см3 == 7201 смз. 


Запись: 
А 
4 а? 
и — А паз 1) =? Хх. 
ш== 3 ПК 8 Ув 
да 12 44212 — 22-404 
2 — 2 —? 
К = х (2х? | = Нав 4—9) ° 
__ а-6.с т. 4. 8 — ра 
К=ч; = 7 4а? — $1 . 
а.а.в а? уе еиая 422 — фир даа 
— “о =? „=“ . 
хо втен И! т 8( Ча — и") 
2 
| 1 „’ 4а’ Иа — ра + 4А\3 
р ИВЫИИ =—_— О тои 
В —а 4 6 “(у 42 — ) . 
1и= ия. (4) 


Вычисления: 
4а?1? — рЗИ? | 404 —=22500 — 8100 -- 2500 =16900; 
49? — 652—100 —36—61; 
И16500==130; У6+-=8; 
—1 п (= Е п (2 =: 715,2п =: 720ц смз, 


Ответ, Объем шара равен = 720п см. 


Задачи в вопросы. 


1. Сферическая поверхность сегмента равновелика кругу, радиус которого 
равен расстоянию полюса сегмента до окружности его Основания. Доказать. 

2. „Непрозрачный шар“ радиуса Ю освешается светящейся точкой, отстоя- 
шей от цеитра шара на расстояние Ю + а, где Ю — радиус шара. Найти отноше- 
ние освещенной части поверхности шара к недсвещенной. 
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3. Радиусы оснований шарового слоя а и (252); радиус шара Ю. Найти 
поверхность шарового пояса. 

4. Кривая поверхность шарового сегмента вдвое больше боковой поверхно- 
сти вписанного в него конуса, имеющего с ним общее основание. Сколько гра- 
дусов содержит дуга осевого сечения сегмента? 

5. Полная поверхность правильного тетраэдра равна т?. Найти поверхность 
описанного шара. 

6. Основание полушара служит основанием конуса, боковая поверхность 
которого делит кривую поверхность полушара пополам. Найти угол, образован- 
ный образующей конуса с плоскостью его основания. 

7. Цилиндр, радиус основания которого г и высота Й, впчсан в шар. Найти 
отношение боковой поверхности цилиндра к поверхности шарового пояса, за- 
ключенного между плоскостями оснований цилиндра. 

8. В шар радиуса Ю вписан равносторонний цилиндр. Найти объемы частей, 
на которые шар делится поверхностью цилиндра. 

9, В шар радиуса Ю вписано шесть равных шаров; каждый из них касается 
четырех других. Найти их радиусы. . 

10. Сектор (круговой) вращается вокруг днаметра, перпендикулярного к сред- 


нему радиусу сектора. Объем тела вращения равен я объема шара. Найти угол 


сектора. 

11, В полукруге диаметра АВ =2Ю из точки А проведены хорды АС и АВ 
так, что — АС =< Ср -=—-- РВ (рис. 851). Фигура, ограниченная хордами АС и 
АР и дугой СР, вращается вокруг диаметра АВ. Найти поверхность и объем 
тела вращения. 

12. Усеченный конус описан вокруг шара; образующая конуса равна {. Найти 
боковую его поверхность. 

138. Высота конуса служит диаметром шара, 
поверхность которого делится поверхностью ко- 
нуса пополам. В каком отношении делится боко- 
вая поверхность конуса? 


0 


Р Р 
Рис. 351. Рис. 3-2. Рис. 353. 
14. На расстоянии а от центра шара радиуса Ю проведена плоскость, и в 


каждый из полученных сегментов вписан шар наибольшего объема. Найти отно- 
шение суммы объемов вписанных шаров к объему данного шара. 


Указания к задачам и вопросам. 
1. Сферическая поверхность шарового сегмента (рис. 352) 
$сегм = 2<ЮЙ ==21.ОР.О.Р ==.РР,- ОР. 
Из треугольника РАР; имеем: РР‚:х==х:О:Р, откуда Р.Р. О.Р == да, и, сле- 


довательно, 
Зсегм == 2^2 (кв. ед.\. 


2. Освещенная поверхность шара есть сферическая поверхность сегмента 
АКВ (рис. 353), она равна 2=Юй, а неосвещенная равна 
45? — 211 = 210 (2—1). 
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Находим отношение освещенной части шара к неосвещенной его части: 
2=Юй: 28 (2—1) =1: (2—1). 


В данное отношение входит высота #, выразим ее через данные А и а. 
Известно, что 5Р. $К = $. А? или _ 


(а 2) а= $0} + АО? = (а+ п + вю — п); 
а 2Юа = а? + #2 + Зав {+ 2Юй — №; 
2Юа = ай + 2 


аю =ай + ВЮ; ^ 
— _@^_ 
й ав‘ 
Кроме того, ю вое в и 
пор — 4 а _А@-2^) 
2«—и—28 а+ю` аф+фю — а+ю‘ 


Находим искомое отношение сегментов; оно равно 
а _Ю(а-{2%} 
ОА — №) = и 

в: 29 в + к а-ю 


—=а:(а-- 20). 


3. Поверхность шарового пояса равна 2=Ай. Если основания слоя (рис. 354} 
находятся по одну сторону от центра, то 


у з 2 2 
= Иа —Ую— в, 
если же они Находятся по разные стороны от центра шара, то 


д—=! Ре 


а потому 


пар. п = 25А ( Ук в? а" = У к— 52) кв. ед. 


4. Дан шаровой сегмент 
АЗВ и вписанный в него ко- 
нус ЗАВ (рис. 355). Пусть 
0$ = р, АС ЗА 5$С=1. 

По условию задачи: 2*Юй == 
=] или Юй -= м, но В ==2ЮА, 
а потому В=2и/ и (==, 

Следовательно, АЗАВ — 
равносторонний, а потому 
— АРВ == 120°и-— А$В = 2407. 

5. Пусть дан правильный 
тетраэдр и описанный около не- 
го шар (рис. 356). Полная по- 
верхность правильного тетраэл- 


Рис. 354. Рис. 3565. 


ра равна $7 = аз 3, гдеа — 
ребро тетраэдра; по усло- 
вию задачи 23 = т?, откуда ребро а= г. р 
ра у 3 
Находим: 
_ 2 аУИз_аУуЗ 3 а 
АО, 3-5 =-3 и ро, = = 3" “уб 
Из прямоугольного треугольника АО.О имеем: й 
и 159 -А 9 = 
ве) (ИР) вн ме 98, 


откуда 


о —_ 

24У 6 и в—=_34_ 476. 

3 275 4 

Найдя Ю шара, вычисляем его поверхность. 

? з 4712 — 

62 — З=а — 3 та 1 хтз УЗ кв. ед. 

16 2 2у3 2 
6. Строим треугольник А$В — осевое сечение конуса — и на его осиовании 

„АВ строим полуокружность (рис. 357). 


5 = 41 = 4г. 


Рис. 356. Рис. 357. 


Пусть ОВ =В, ОО, = №. Из условия задачи следует, что сферическая по- 
зерхность сегмента ПЕС равна половине кривой поверхности полушара, или 
одной четверти поверхности шэра. 

Итак, 


2-Ю.(Ю— В) ===? или 2(В— 1) = Ю, откуда „==. 


Из прямоугольного треугольника ООО имеем, что Д ОДО, == 30°, так как 
ОО, = о, а потому и Д РОА = 30°; наконец, находим из равнобедренного 
треугольника АОД, что 

180° — 302 
Да= = 75°. 
7. Пусть радиус шара равен К. 
Имеем: 
$6. ц=2=/Й и $ш. пояса == 2^ЮЙ, 
Находим искомое отношение: 
$5. ц: Эш. п == 217: 21Юй =: Ю. 


Радиус шара не дан, его следует выразить через данные ги #. 


р? д |? Уд и 
2 = — и 
Ю= т + 4 4 и ВЮ 5 . 
Итак, 
$. .:5$ — „р — „Г: ‘о 1 й 
би: шея" А И = 27 уз/- — #2. 


Для большей наглядности взаимного расположения отдельных элементов за- 
данных тел следует предложить учащимся дать изображение осевого сечения 
цулиидра и опнсанной около него окружности. 
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8. Строим сечение шара — большой круг. Осевое сечение цилиндра лежит 
в той же плоскости (рис. 358). Поверхностью цилиндра шар делится на 4 части: 
цилиндр АВСО, шаровое „кольцо“, образуемое вращением сегмента РКА, и два 
шаровых сегмента ОРС и АР, В. 
/3 
5 › Высота Н ци- 


линдра равна КЮ У’ 9, следовательно, 


92 — зи 
о 


Раднус г цилиндра равен 


Объем шарового кольца равен 


1 —_ РУ 5 
Ут. кол == 5 т (Ю У 2} Ее? куб. ед. 


Сумма объемов обоих сегментов равна Рис. 8-8. 


4 Я р у) 4 
—- Я ПИН —— | — — 
3 тЮ ( +5 =5 


а Зывуз= 


1 — 
= 5 =^* (8—5 У?) куб. ед., 
откуда находим ] 
Уш. сегм 2 12 593 (8—5 У?) куб. ед. 


9. Данная задача требует от учащихся хорошего пространственного пред- 
ставления. Можно рекомендовать следующий подход. Пусть имеется куб, впч- 
шем в пего шар; если соединить центр шара, который является и центром 
куба, со тсеми вершинами куба, то получим шесть пирамид с общей вершиной 
в центре шара или куба и основаниями — гранями куба. Вписав шар в кажлую 
из пирамид, получим искомое псстроение; каждый из шаров, вписанный в пира- 


Рис. 359. Рис. 360. 


миду, касается данпого шара и четырех остальных, вписанных в пирамиды и в 
шар. 

Сторона основания пирамиды равна ребру куба или 2А шара, вписанного в 
куб; высота пирамиды равна А, бокрвое ребро равно половине диагоналн куба, а 


именно =-.2 УЗ=РУЗ (рис. 359). Треугольник $ОК — прямоугольный и рав- 
нобедренный, а потому ОК = 5К. Обозначив ОК через х, имеем: 
хе - м2 = (Ю — х}?, откуда 
2 — К д 2х; 2х — А = 0: 
х=— ВУ +. №=— = РУЗ; 
ж=А (2—1 им=- ВИЭ+И. 
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Отрицательное значение х не удовлетворяет условию задачи 
Итак, радиус каждого из шести шаров, вписанных в данный шар, равен 


Ю 2—1. 


10. Обозначим радиус шара через А (рис. 360), угол сектора через 32а, вы- 
соту сектора ВА; через 2#. 


2 4 
Усект ==; К. 28 == 3. пЕЗЙ 
и 
Ур АЗ 
Согласно условию 4 
— 2 
з И или п 1 
4 3 — п Ю — п . 
3 


п . й 1 
Из треугольника ОВ:В имеем: В —= п а, и, следовательно, 5 а =, а 


„1 
потому а -=агс т —; при п ==2 имеем: а = 30? и 2а —= 60°. 
И. Как видно из рисунка 351, $. =$дс + $ср - $ар. 
$дс— площадь боковой поверхности конуса, У которого 
\ 


[= Виг=СС: = 1 ВУЗ, 


$сВ — площадь поверхности шарового пояса, у которого 
й = Ср, — К, 


$ Ар — площадь боковой поверхности конуса, у которого 


В=АРЕРУЗ и г=У РУЗ 
потом у 


1 


$: =. РУЗ. Ю-+ 213. Ю+=.- ВУЗ-КУз= 


| 


= АУ 3 -- 22 Зав «В (УЗ-7) кв. ед. - 


У, = Удс + Уср-— "др. 
Улс — объем конуса, у которого 


1 — 
г=СС = ВУЗ и #=АС, = 


ых 


’ 


Усь — объем шарового слоя, у которого - 
1 _ 
п=®=-; ВУЗ и = В, 
Удр — объем конуса, у которого 


три Е 
п=Ьр, =5 ВУЗ и №=АВ, = К, 
а потому 
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12. Збок. у. к =" (А+ 


Осевое сечение конуса — рав- 
нобедренная описанная трапеция, 
а потому 


1+41=2Ю и или [=Ю4» 


и 


Збок. ус. к = ®Ё кВ. ед. 


8, А с 
13. Согласно условию, поверх- Рис 361 
ность шара делится поверхностью ис. у 
конуса пополам, следовательно, 
окружность, по которой поверхность конуса делит поверхность шара, есть 


окружность большого круга (рис. 351%. 


Збок. кон. АВС==".2А.2Ю И2=4= 5 У >, 


Так как 
А.В = Ад ==2Ю 


и 
АВ =28У 2. 
$ бок. ков, АКЕ == А.Ю И2= =АЗУ 2. 
| Искомое отношение равно 
Рис. 362. 2?У 2:(44 У 2 — «ВУ 2) =1:3. 
14. Сечение заданной фигуры дано на рис. 862. Из условия задачи имеем: 
4 (В, 4, 
3 8 3 8 2 6Юа №3 
ы 283 893 4Ю* 
—_ . 922 + 32а 12), 
Если Ю —=3а, то имеем: — 68 ^ 286 = 1:3. 
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